
 

  
  
  

  
هاي كربني، روش ريتز، اي مدرج تابعي تقويت شده با نانولولهكمانش مكانيكي، پنل استوانه:هاي راهنماواژه

  اي هاي چبيشفچندجمله
 

  مقدمه -1
هاي مختلف مهندسي و صنايع پيشرفته اي و كروي در زمينههاي استوانهپنل نظير هاي جدارنازك،سازه

ي عملكرد تهديد كننده ملترين عار فشاري قرار گيرند، مهمها تحت باكاربرد فراواني دارند. اگر اين سازه
نقش  مقدار بار بحراني كمانش، مسئله ناپايداري، افت سختي وكمانش است. بنابراين دانستنها، عادي آن

 ]3-1[مطالعات متعدد محققين علم مواد كند. از سوي ديگر ها ايفا ميمهمي را در طراحي اين نوع سازه
مدول الاستيسيته بسيار اند كه داراي ، نوع جديدي از مواد پيشرفته4هاي كربنينشان داده است كه نانولوله

هاي كربني برابر بيشتر از فولاد هستند. نانولوله 100تا  10بالا (بيشتر از يك تراپاسكال) و مقاومت كششي 
العاده، خواص الكتريكي و حرارتي منحصر به فردي دارند كه باعث شده اين علاوه بر خواص مكانيكي فوق

   ها به شمار آيند.قويت سازهمواد به عنوان يك تقويت كننده مناسب براي ت
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4 Carbon nanotubes (CNT) 

  1راضيه هاشمي
  دانشجوي كارشناسي ارشد

  
  2مصطفي ميرزائي 

  استاديار
  
  
  3محمدرضا عدل پرور

  دانشيار

 ايهاي استوانهتحليل كمانش مكانيكي پنل
  هاي كربني شده با نانولوله تقويتمدرج تابعي 

هاي كربني اي تقويت شده با نانولولهاستوانههاي پنل كمانش مكانيكيدر اين پژوهش 
با سازه  تحت بار فشاري محوري مورد بررسي قرار گرفته است. خواص مكانيكي

تخمين زده شده است. معادلات پايداري  هامخلوط استفاده از تئوري تعميم يافته
براساس تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول، اصل هميلتون و با استفاده از روابط 

اي چبيشف و به ده از چندجملهاند. با استفاتغييرمكان بدست آمده-خطي كرنش
هاي كمك روش ريتز مقدار بار بحراني كمانش محاسبه شده است. تأثير پارامتر

هاي كربني، شرايط مرزي و ابعاد ي توزيع نانولولهمختلف نظيركسرحجمي و نحوه
دهد كه است. نتايج نشان مي شدههندسي سازه بر ميزان بار بحراني كمانش، بررسي 

-نانولوله FG-Xتابعي نوع  ر بار بحراني كمانش مربوط به توزيع مدرجبيشترين مقدا

  .باشدمياي در راستاي ضخامت پنل استوانههاي كربني تك جداره 
10.30506/ijmep.2020.90739.1438 DOI: 
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 مختلفهاي كربني در صنايع تقويت شده با نانولولهمدرج تابعي هاي هاي اخير استفاده از سازهدر سال
مدرج هاي رفتار مكانيكي ورق مطالعهاست.  گسترش يافته فضا و مهندسي هوامهندسي پزشكي و همچون 

اين . گرديدانجام  ]henS ]4توسط اولين بار با شرايط مرزي ساده  1هاي كربنيتقويت شده با نانولولهتابعي 
و  هاها، پوستهتيرها، ورقنظير مكانيكي هاي ساير سازهباعث شد كه محققين ديگر به بررسي رفتار  پژوهش

 متنوعهاي مختلف و شرايط مرزي بارگذاري تحت هاي كربنيمدرج تابعي تقويت شده با نانولوله هايپنل
 حرارتي ورق مستطيلي 3كمانشو پس 2كمانش گردد.مي اشارهها ناز آ ايبه گزيده مهااد، كه در ترغيب شوند

مورد  ]henS ]5 و hangZتوسط  4ايمرحلهدو  آشوبهاي كربني با استفاده از روش تقويت شده با نانولوله
 متقارنصورت راستاي ضخامت بهاي كربني در بررسي قرار گرفته است. در اين پژوهش توزيع نانولوله

با  است ل پايداريئدر حل مسااگرچه روش كارآمدي آشوب  تحليلي روشاستفاده از . درنظرگرفته شده است
 .باشدمي هادر تماي لبه ط مرزي سادهايهاي با شرمحدود به سازهاين وجود 

هاي كربني را لولهكمانش تك محوري و دو محوري ورق تقويت شده با نانو ]6[همكاران  و مهرآبادي
- موري-و روش اشلبي 5هاي مخلوطيافته در اين پژوهش خواص ورق، به كمك تئوري تعميم .نمودند مطالعه
با هايي كه فقط براي ورق 7ي مقدار بار بحراني كمانش، از روش حل ناويربراي محاسبهو  دست آمدهب 6تاناكا

كمانش مكانيكي ورق تقويت شده با  ، استفاده شده است.مناسب استها ي لبهشرايط مرزي ساده درهمه
و براي  9پي ريتز-كي 8بدون المان، براساس روش پيچشي -فشاريتحت بار تركيبي  هاي كربنينانولوله

 نامتقارنتوزيع  كهجايياز آن مورد مطالعه قرار گرفته است. ]7[همكاران  و  Leiشرايط مرزي مختلف توسط
فقط توزيع در اين پژوهش شود، هاي كربني در راستاي ضخامت ورق باعث ايجاد خمش غيرخطي مينانولوله
 باكمانش ورق  ]8[ و همكاران Zhang. همچنين گرفته استهاي كربني مورد بررسي قرار نانولوله متقارن

در اين پژوهش معادلات پايداري با استفاده از تئوري برشي را مورد مطالعه قرار دادند. 10بستر الاستيك وينكلر
دو محوري و  و مقدار بار بحراني كمانش، تحت بار فشاري تك محوري،شده است استخراج  11ورق مرتبه اول

 و Leiبدست آمده است. در دو پژوهش ديگر،  ]7[همكاران  و Leiپيچشي مانند پژوهش  -فشاري يتركيببار 
براساس  ،بدون المان هاي مورب را با استفاده از روشكمانش ورق ]10[همكاران  و Zhangو  ]9[همكاران 

تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول در دو حالت با بستر الاستيك و بدون بستر الاستيك مورد مطالعه قرار 
 ]11[ و همكاران Liewهاي كربني تحت بار محوري توسط كمانش استوانه تقويت شده با نانولولهپسدادند. 

  بررسي شده است. 

                                                                                                                                                                      
1 Functionally graded carbon nanotube reinforced composite (FG-CNTRC) 
2 Buckling 
3 Postbuckling 
4 Two-step perturbation technique  
5Extended rule of mixture 
6 Ehselby-Mori-Tanaka 
7Navier solution method 
8Eleman free 
9kp-Ritz 
10Winkler 
11First-order Shear Deformation Theory (FSDT) 
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حل شده  2رافسون اصلاح شده-و نيوتون1كمانش با تركيبي از روش طول كماندر اين پژوهش معادلات پس
هاي كربني نيز بر مسير نانولوله حجمي كسر هندسي و ابعاد هاي كربني، لوله است. تأثير انواع توزيع نانو

رفتار  ]13[و همكاران  Zhangو  ]Liew12 [و Zhang ديگر كمانش بررسي شده است. در دو پژوهشپس
محوري و با در نظر گرفتن  باررا تحت هاي كربني مدرج تابعي تقويت شده با نانولولههاي كمانش ورقپس

 تأثير بستر الاستيك و شرايط مرزي گيردار بررسي كردند.

Shen ]14[  هاي كمانش پنلپس ،ايدو مرحله آشوببا استفاده از روش نيمه تحليلي و با روش حل
بررسي نمود. با استفاده از  را حرارتي هاي كربني تحت بارگذاري فشاري واي تقويت شده با نانولولهاستوانه

 ،فشاري اي را تحت بار محوريهاي استوانهنيز كمانش غيرخطي پنل] Shen  ]15-17و Xiangروشي مشابه 
پژوهش ها اثرات نقص اين در تمامي  حرارتي مطالعه نمودند. فشاري وبار  بارگذاري حرارتي و اثر همزمان

  در نظر گرفته شده است.دما  ي ازتابع نيز مادهو خواص بررسي شده است بستر الاستيك  و اوليه هندسي

هاي كربني رفتار كمانش حرارتي ورق مستطيلي مدرج تابعي تقويت شده با نانولوله ]18[كياني  ي وئميرزا
و روش ريتز بررسي  3هاي چبيشفايدر نظر گرفتن شرايط مرزي مختلف با استفاده از چندجملهرا با 

تحت بارگذاري حرارتي محوري و  4شاخگيدونمودند. در اين پژوهش مقدار دماي بحراني كمانش در نقطه 
. دومحوري بدست آمده است و همچنين خواص مواد متشكل سازه تابع حرارت در نظر گرفته شده است

كمانش حرارتي ورق مستطيلي تقويت براي تحليل پسمبتني بر روش ريتز  حليروش  ]19[همچنين كياني 
ارائه نمود. نتايج اين پژوهش نشان داد كه مسير تحت بارگذاري حرارتي يكنواخت هاي كربني شده با نانولوله

   باشد.مي 5يداري ثانويههاي كربني از نوع ناپاهاي تقويت شده با نانولولهكمانش ورقتعادل پس
هاي كربني با استفاده از روش اي مورب تقويت شده با نانولولهدر پژوهشي ديگر ارتعاش آزاد پنل استوانه

اي تقويت شده با هاي استوانهكمانش خطي پنل مورد بررسي قرار گرفته است. ]20[توسط كياني  ريتز
بررسي شده  6روش اجزا محدودبه  ]Garica ]21 توسطهاي كربني نيز تحت بار فشاري و برشي نانولوله
   تاناكا تخمين زده شده است.-ص مواد با استفاده از قانون موريپژوهش خوادر اين است. 

هاي اي مدرج تابعي تقويت شده با نانولولهكمانش پنل استوانهبررسي  هاي انجام گرفته،با توجه به پژوهش
ابعاد شرايط مرزي، انواع  با روش ريتز و بررسي تأثيرمحوري در نقطه دوشاخگي  تحت بار 7كربني تك جداره

بر مقدار بار بحراني كمانش مكانيكي هاي كربني كسر حجمي مختلف نانولوله الگوي توزيع و هندسي پنل،
   قرار نگرفته است. مطالعهتاكنون مورد 

هاي لهاي تقويت شده با نانولوبراي پنل استوانهشاخگي دوبحراني كمانش در نقطه  در اين پژوهش ميزان بار 
با استفاده از روش ريتز بررسي شده است. بدين منظور خواص  فشاري محوريكربني مدرج تابعي تحت بار 

  محاسبه شده است.  هاي مخلوطتعميم يافته تئوريازه توسط روش ميكرومكانيكي كل س
                                                                                                                                                                      
1Arc length 
2 Modified Newton-Raphson method 
3Chebyshev 
4Bifurcation buckling 
5Secondary instability 
6 Finite Elements(FE) 
7 Single Walled Carbon Nanotubes (SWCNT) 
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كارگيري روش ريتز معادلات حاكم به مسئله استخراج و با به 1معادلات پايداري با استفاده از اصل هميلتون
شاخگي تبديل شده است. همچنين در دونقطه زان بار بحراني كمانش مكانيكي دربراي يافتن مي 2مقدار ويژه

اي متناسب با شرايط مرزي پنل استوانه 3شكل اصلي به عنوان توابع چبيشف هايايچندجمله اين پژوهش
هاي ديگر، تأثير عوامل مختلف از جمله با پژوهش مدل اعتبارسنجي پس از در ادامه است. درنظرگرفته شده

 سازه هندسيابعاد و  مختلف هاي كربني، شرايط مرزيلولههاي كربني، الگوي توزيع نانوكسر حجمي نانولوله
  بر مقدار بار بحراني بررسي شده است. 

  
  خواص مكانيكي  -2

هاي كربني نظر در اين پژوهش داراي زمينه پليمري با رفتار ايزوتروپ است كه با نانولولهاي مورد پنل استوانه
هاي كربني در راستاي ضخامت بصورت ) توزيع نانولوله1تك جداره تقويت شده است. مطابق شكل (

 دراست.  درنظرگرفته شده V-FG ،Λ-FG ،X-FG ،O-FGتابعي شامل چهار نوع توزيع و مدرج 4يكنواخت
  هاي كربني بيشتري حضور دارند. نسبت به سطح خارجي، نانولوله داخلي پنل در سطح FG-Λ توزيع

 هاي كمترياي نانولوله، درسطوح داخلي و خارجي نسبت به سطح مياني پنل استوانهFG-Oتوزيع متقارن  در
  ي زمينه تشكيل شده است.حضور دارند و اين سطوح بيشتر از ماده

  

  ]22[ايهاي استوانههاي كربني در پنلتوزيع نانولولهانواع  -1شكل

                                                                                                                                                                      
1Hamilton principle 
2Eigenvalue problem 
3Basis shape functions 
4 Uniform Distribution (UD) 
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  هاي كربنيهاي كربني به ازاي انواع توزيع نانولولهمقادير كسر حجمي نانولوله - 1جدول                          

 هاي كربنينحوه توزيع نانو لوله

∗  توزيع يكنواخت

 FG-Xتوزيع 
4| | ∗  

FG-Λ 1توزيع 
2 ∗  

FG-V 1توزيع 
2 ∗  

FG-O 1توزيع 
2| | ∗

 

نسبت به  هاي كربني بيشتري در سطوح داخلي و خارجينانولوله نيز FG-Xهمچنين درتوزيع متقارن نوع 
مياني و در سطح خارجي نسبت به سطوح   FG-Vتوزيع نوع ، درFG-Ʌسطح مياني هستند. برخلاف توزيع 

هاي هاي مختلف نانولولهكسر حجمي براي توزيعمقادير  هاي كربني بيشتري حضور دارند.داخلي نانولوله
صورت ) ب1در روابط جدول ( ∗همچنين مقدار باشد.) مي1صورت جدول (كربني در راستاي ضخامت ب

  :]10[شودرابطه زير تعريف مي

چگالي  به ترتيب و هاي كربني در سازه بوده وبيانگر كسر جرمي نانولوله ،در رابطه فوق
 ,28/0,17/0 ) مقادير1باشد. در اين پژوهش با در نظر گرفتن رابطه (هاي كربني ميزمينه و نانولوله يماده

بيني خواص مكانيكي هاي ميكرومكانيكي متفاوتي براي پيشمدل گرفته شده است. در نظر ∗ 12/0
ي ها به منظور محاسبهي مخلوطسازه مورد نظر ارائه شده است كه در اين پژوهش از قانون تعميم يافته

براي ، مدول الاستيسيته و مدول برشي هامطابق تئوري تعميم يافته مخلوط خواص سازه استفاده شده است.
   :]26-22[شود) ارائه مي4-2( صورت روابطهاي كربني بهاي تقويت شده با نانولولهسازه

 نيز و عمود برآن و  ي نانولولهدر راستا نانولوله كربني الاستيسيتهبه ترتيب مدول  ،مقادير
مدول الاستيسيته و مدول برشي  ،نيز به ترتيب و	باشد. مقادير ي كربني ميمدول برشي نانولوله

كه به ازاي كربني است هاي لوله بيانگر كسر حجمي نانو  همچنين مقدار   باشد.ي زمينه ميماده
كسر نيز 	) مشخص شده است و1هاي كربني در ماده زمينه مطابق جدول (هاي مختلف نانولولهتوزيع

   كند:) پيروي مي5باشد كه از رابطه (حجمي ماده زمينه مي

)1( ∗  

 )2(  

 )3( 

 )4( 
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)5( 1 
	 )1،2،3()، 4- 2در روابط (  درنظرگرفتن براي باشد كهمي كربنينانولوله 1ضريب تأثير يا پارامتركارايي	

يناميك دست آمده از روش دو از طريق ادغام مدول الاستيك باست  شده لحاظ مواد خواص در 2اندازه اثرات
دست ) ب6( رابطهصورت ب توانرا ميپواسون كل سازه  نسبتدست آمده است. ب هاتئوري مخلوطمولكولي با 

 : ]26-22[آورد

)6(   
نسبت پواسون  νهاي كربني ونسبت پواسون نانولوله νپواسون كل سازه،  نسبتبيانگر  νمقداركه 
  باشد.ي زمينه ميماده

  
  معادلات كمانش  بنديفرمول -3

) و ) ، طول محوري () ، ضخامت (هاي كربني با شعاع متوسط (اي تقويت شده با نانولولهپنل استوانه
 و x،	هاي با مؤلفه	ايگرفته شده است. دستگاه مختصات سطح مياني پنل استوانه نظر ) درانحناي ( طول

0.5باحدود ،باشداي مياستوانه پنل ضخامت و طول محوري، طول انحنا كه به ترتيب بيانگر

0.5 ، 0.5 0.5 0.5و 	 باتوجه به دستگاه مختصات، مفروض است.  0.5
توان ميرا  و  ، مكان هر نقطه دلخواه از پنل در راستاي ساس تغيير شكل برشي مرتبه اول، تغييربرا
   :]27[) بيان كرد9-7صورت روابط (ب
)7(  	 , , , 	 , , , ,

)8(  	 , , , 	 , , , ,

)9(  	 , , , , ,

 محيطي محوري،  راستاي ي دلخواه از پنل درمكان نقطه تغيير به ترتيب بيانگر 	و 	، در روابط فوق 
محوري،  راستاي در پوسته مياني سطح مكان تغيير به ترتيب بيانگر	و، 	وعرضي است. همچنين

  هستند. و  نيز به ترتيب بيانگر دوران صفحه مياني حول محورهاي   و باشند. مي عرضي و محيطي
هاي كرنش صفحه مياني هاي كرنش بر حسب مؤلفهبراساس تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول مؤلفه

  شوند: نوشته مي) 10رابطه (صورت ب

                                                                                                                                                                      
1Efficiency parameters  

2Size effect  

)10(   



 1399سال بيست و دوم، شماره اول، بهار                       مهندسي مكانيك ايران                  نشرية                                      56

 

هم به  و ، باشد. به ترتيب كرنش محوري، محيطي و برشي مي و، ) 10در رابطه (
باشد. براساس تئوري تغيير شكل برشي ترتيب بيانگر كرنش محوري، محيطي و برشي در صفحه مياني مي

باشد. كرنش صفر مي 	تنها مؤلفه باشند وقابل صرف نظر نمي و	هاي برشي مرتبه اول، كرنش
 باشند كه مقادير آنهامي و انحنا پيچشي و  به ترتيب انحنا خمشي در جهت  و  ، همچنين 

 :]27 [عبارت است از تغيير شكل برشي مرتبه اول تئوريطبق 

)11(  
,

,

, ,

0
0

 

اي غيرخطي است و بايد با استفاده از تجزيه و تحليل غيرخطي هندسي ي كمانش ذاتاً پديدهپديده    
هاي لفهؤدر شروع كمانش م بررسي است، كه وقتي كمانش نقطه دوشاخگي مورد حالي محاسبه گردد. در

دست آوردن معادلات پايداري يرمكان براي بتغي -نهايت كوچك است در نتيجه روابط خطي كرنشبي كرنش
مياني پنل  سطحاي هاي درون صفحهمكان مقادير كرنشتغيير - خطي كرنش وابطر براساس كافي است.

   اي برابر است با:استوانه

)12( 

,

,

, ,

,

,

 

صورت تابعي خطي از ميدان كرنش و تغيير دما بيان توان ميدان تنش را بمي براي مواد ترموالاستيك خطي
  :نمود

)13( 

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 

		) 13در رابطه ( 		مقادير تنش نرمال،  , , مقادير تنش برشي و  ,
6,5,4,2,1 		    با: هاي آن برابر استماتريس سختي است و درايه  ,

)14(  
1

 

)15(  
1

 

)16(  
1

 

)17(   
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 در راستايهاي تنش گيري از مؤلفههاي نيرو با انتگرالمنتجه مرتبه اول براساس تئوري تغيير شكل برشي
 شود:) تعريف مي20صورت رابطه (اي بضخامت پنل استوانه

هاي دقيق نشان بررسي .باشدميتئوري مرتبه اول برشي  طبق ضريب تصحيح برشي  فوق در رابطه    
، هندسه و نوع بارگذاري بستگي دارد. با اين حال در اكثر مادهدهدكه اين ضريب به شرايط مرزي، خواص مي

،	1مقدار اين ضريب هاپژوهش فرض  . در اين پژوهش شوددر نظرگرفته مي	يا 	
 : ]27[) مقادير منتجه نيروها برابر است با20) در رابطه (13با جايگذاري رابطه (شده است. 

)21( 	

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

	  

كششي و خمشي -به ترتيب بيانگر سختي كششي، خمشي 	و ، هاي سختي ) مؤلفه21( رابطهدر 
   :]27[دنشو) محاسبه مي22باشد كه مطابق با رابطه (مي

)22( , , , ,
.

.
 

 :]27[شودصورت رابطه زير تعريف ميمقدار انرژي پتانسيل كل سازه ب با استفاده از اصل هميلتون،

)23(  П 0

	انرژي پتانسيل كل، تغييرات Пدر رابطه فوق  تغييرات انرژي پتانسيل كرنشي سازه است كه مقدار آن 	
 باشد: ) مي24مطابق با رابطه (

)24( 

.

.

.

.

.

.

 

)18(   

)19(   

)20( 
.

.
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پنل  روي خارجي نيروي محوريتغييرات كار انجام شده توسط بيانگر   )،23(  همچنين در رابطه
 برابر است با: بوده واي استوانه

)25(  , ,

.

.

.

.
 

 باشد.مي فشاري نيروي محوري  در رابطه فوق مقداركه 

  
 كمانشحل معادلات  -4

دست آمده است. در روش ريتز انرژي و روش ريتز ب معياردر اين پژوهش معادلات پايداري با استفاده از 
تواند منجر به عدم همگرايي يا خطا امر مي عدم رعايت اينتوابع شكل است، زيرا  مناسبمسئله اصلي حدس 

ترين توابع مورد اي، متداول، توابع مثلثاتي و توابع چندجملهسادگي محاسباتها شود. از نظر در پاسخ
صورت هاي چبيشف بايبا استفاده از چندجمله تغييرمكانهاي استفاده هستند. در پژوهش حاضر مؤلفه

  شود:) تعريف مي30-26روابط (

)26(  , ,  

)27(  , ,  

)28(  , ,  

)29(  , ,  

)30(  		 , ,  

باشند كه اي چبيشف نوع اول ميچندجملهامين -jامين و -iترتيب  به  و  در معادلات بالا
 شوند:) تعريف مي32-31صورت روابط (ب

	 1 2 /  )31(  
	 1 2 /  )32(  

,) توابع30-26از طرف ديگر در معادلات ( , 	 , , , متناظر با شرايط مرزي  كمكيتوابع  ,
جواب دقت  	و  	باشد كه با افزايش هاي توابع شكل ميايتعداد چندجملهنيز  	و  	باشند. مي

  يافت.  خواهد افزايش نيزتر شده و تعداد معادلات يابد، اما به نسبت محاسبات پيچيدهبهبود مي
نوع شرط سه همچنين در روش ريتز انتخاب توابع شكل به شرايط مرزي سازه بستگي دارد. در اين پژوهش 

  ) در نظر گرفته شده است. Fي آزاد () و لبهSگاه ساده ()، تكيهCگاه گيردار (مرزي، تكيه
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  شود:) بيان مي38-33صورت روابط (ب ع شرايط مرزي درنظرگرفته شدهنوسه 
 گيردار:گاه تكيه

)33( 2
:	 0 

)34( 
2
:	 0 

 گاه ساده: تكيه

)35(  2
:	 0 

)36(  
2
:	 0 

 گاه آزاد:تكيه

)37( 2
:  

)38( 
2
:  

,) انتخاب شوند. مقدار تابع كمكي 38-33( توابع شكل بايد براساس روابط , 	 , , , , 
  برابر است با: 

)39( , 1
2

1
2

1
2

1
2  

براي مثال  توانند مقادير صفر يا يك را بگيرند.شرايط مرزي مي با توجه به sو  p ،q ،r هر يك از متغيرهاي 
	ير لبهدگيردار  گاهبيانگر تكيه) Cحرف (، CSCF با شرايط مرزي اياستوانه در پنل ) S، حرف (0.5
	 مرز درتكيه گاه ساده بيانگر  	 يلبه درگاه گيردار تكيه) بيانگر Cحرف (، 0.5 	 0.5 و  ، 	
	مرز در  ي آزادنشان دهنده لبه) Fحرف ( 	   با: ندكمكي برابر، در اين صورت توابع باشدمي 0.5

)40( , 1
2

1
2

1
2  

)41( , 1
2

1
2

1
2  

)42( , 1
2

1
2

1
2  

)43( , 1
2

1
2

1
2  

)44( , 1
2

1
2  

مورد نظر تبديل به مسئله مقدار ويژه خطي  ) مسئله23) در معادله (30-26در نهايت با جايگذاري روابط (
  گردد: ) مي45ي (رابطه

)45(  0



 1399سال بيست و دوم، شماره اول، بهار                       مهندسي مكانيك ايران                  نشرية                                      60

 

ماتريس سختي  	دست آمده است.) ب24باشد كه از معادله (ماتريس سختي سازه مي فوق يرابطهدر 
هاي ماتريس دست آمده است. هر يك از) ب25باشد كه از معادله (محوري ميخارجي هندسي ناشي از بار 

5	فوق داراي  باشد هاي تغييرمكان ميضرايب مؤلفه باشند. همچنين بردارسطر و ستون مي 	
  شوند.) تعريف مي46كه مطابق رابطه (

 

)46(  

, 			
⋮

⋮
	

, 			
⋮

⋮
	

, 				
⋮

⋮
	

 

⋮

⋮
	

	 ,
⋮

⋮

		 

  

دست آوردن مقدار بار بحراني كمانش با استفاده از روش مقدار ويژه قابل حل ) به منظور ب45معادله (    
   باشد.مي
 
  نتايج عددي و بحث-5

هاي كربني اي مدرج تابعي تقويت شده با نانو لولههاي استوانههدف از پژوهش حاضر، بررسي كمانش پنل
به منظور  سپسگردد. مي ابتدا بررسي همگرايي حل عددي و اعتبارسنجي نتايج ارائه در اين بخشباشد. مي

و تاثير پارامترهايي نظير  انجام گرفتهمطالعات پارامتري  هاي مورد اشاره،بررسي عوامل موثر بر كمانش پنل
 هاي كربني بررسي گرديده است.ابعاد هندسي و شرايط مرزي، نحوه توزيع و كسر حجمي نانو لوله

  
  ]15[ي پلي متيل متاكريليتخواص مكانيكي ماده - 2جدول                                      

 
 

  
  

  ]15[ )10و10هاي كربني تك جداره (خواص مكانيكي نانولوله -3جدول                            

 
 
 

 

             

 
34/0 9328/0 5/2 

°   
300 6466/5 0800/7 9445/1 175/0 
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   ]15[هاي كربنيكسر حجمي مختلف نانولولهپارامتر كارايي به ازاي  -4جدول            
 ديناميك مولكولي هاتئوري تعميم يافته مخلوط

V∗
     

137/0 022/1 7154/0 9/2  78/94   9/2  6/94  12/0  
142/0 626/1 1382/1 9/4  68/138   9/4  9/138  17/0  
141/0 585/1 1095/1 5/5  50/224   5/5  2/224  28/0  

 

با  1ي پلي متيل متاكريليتگردد. مادهمي ارائهبدين منظور در ابتدا خواص مكانيكي مؤثر مواد متشكل سازه 
. همچنين خواص مكانيكي به عنوان زمينه درنظر گرفته شده است) 2(خواص مكانيكي مطابق جدول 

نظر گرفته شده است، در جدول  زمينهي كنندهكه به عنوان تقويت) 10و10ربني تك جداره (ك هاينانولوله
طريق مطابقت نتايج اشاره شده است، ضرايب پارامتر كارايي از  همانطور كه قبلاً .]15[شده است آورده) 3(

بررسي  ]Han ]28و  Elliottو روش ديناميك مولكولي كه توسط  هاي مخلوطيافته تعميمحاصل از قانون 
مختلف  هايپارامتر كارايي به ازاي كسر حجمي ) مقادير ضرايب4گردد. در جدول (شده است، محاسبه مي

 هاي كربني ارائه شده است. نانولوله

  
  نتايج بررسي همگرايي و اعتبارسنجي -1-5

اي مدرج استوانهپنل  crP (MN) بحراني كمانشبار ،)5در جدول (، نتايج عددي منظور بررسي همگرايي به
مختلف  هاي توابع شكلايتعداد چندجمله محوري به ازايهاي كربني تحت بار تابعي تقويت شده با نانولوله

هاي ، نسبت(SSSS)) پنل با شرايط مرزي 5هاي مختلف آورده شده است. در جدول(با ضخامت پنل براي
كربني در نظر گرفته شده  هاينانولوله ∗V 28/0حجمي  كسر و FG-Xتوزيع ، =b/a=π ،1a/Rهندسي 

همگرا شده ها تا چهار رقم اعشارپاسخ  19ت جملا شود با تعداداست. همانطور كه مشاهده مي
در جداول  ]30-29[، ]15[بحراني كمانش با نتايج مقالات  ي باربه منظور بررسي صحت نتايج، مقايسه اند.

اي ايزوتروپ با نتايج ارائه شده در )، بار بحراني كمانش پنل استوانه6) آورده شده است. در جدول (6-7(
آورده شده است. در اين جدول مدول الاستيسيته و ] 15[ Shenو Xiangو  ]Jaunky ]29و Knightمقالات 

  شرايط مرزي پنل عبارت است از: همچنينباشند. مي 3/0و  GPa (70( ضريب پواسون پنل به ترتيب برابر
 
 )47( 

2
: 0 

)48( 
2
:		 0 

)49( 
2
: 0 

  

                                                                                                                                                                      
1 Poly Methyl Methacrylate 
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محوري  هاي كربني تحت باره با نانولولهشداي تقويتپنل استوانه	N 510( crP( همگرايي ميزان بار بحراني كمانش -5جدول
28/0و FG-Xبا توزيع    b/a=π)  و=a/R 1( هندسي نسبت ابعادو   ∗

 
مربوط به خطي بودن مطالعه حاضر  ]15[در اين جدول علت اختلاف برخي نتايج پژوهش حاضر با مرجع 

 باشد. با اين وجود همانطورحل دقيق كمانش غيرخطي مي ]15[حل ارائه شده در مرجع  درحاليكه در .است
  نمايد.ميبيني پيش ]15[رود تحقيق حاضر بار كمانش را بيشتر از نتايج مرجع كه انتظار مي

هاي جدارنازك مناسب است كه براي پوسته ]29[همچنين نتايج مربوط تئوري دانل از كمانش خطي مرجع 
تر است با نتايج پژوهش هاي نسبتاً ضخيم مناسبتطابق بيشتري نسبت به تئوري سندرز كه براي پوسته

براي  ]30 [و مقاله ]15 [شده در مقاله) تنش بحراني كمانش مكانيكي با نتايج ارائه 7در جدول ( حاضر دارد.
اي سراميكي و سطح مقايسه شده است. سطح خارجي پنل استوانه Al/3O2Alتابعي اي مدرجپنل استوانه
و  GPa (70=mE ) ،GPa (380=cEصورت (دهنده بخواص مكانيكي مواد تشكيل فلزي است. داخلي آن

3/0= cν = mν .و مستقل از دما درنظرگرفته شده است 

  
، psi710Eاي ايزوتروپي تحت بار محوري (براي پنل استوانه  crP) in/lbs in(	مقايسه بار بحراني كمانش -6جدول

3/0ν) ،in(60a) ،in (24/0h(  

  

,  
a/h  

20 30 50 100 

)8,8( 5803/308 6999/125 4722/39 4539/10 

)10,10( 0621/305 5526/123 0645/38 3905/8 

)12,12( 8197/304 3825/123 4686/37 9002/7 

)13,13( 8126/304 3825/123 3313/37 9002/7 

)14,14( 8126/304 3768/123 3313/37 7998/7 

)15,15( 8125/304 3768/123 3240/37 7998/7 

)16,16( 8125/304 3767/123 3240/37 7865/7 

)17,17( 8125/304 3767/123 3238/37 7865/7 

)18,18( 8125/304 3767/123 3238/37 7858/7 

)19,19( 8125/304 3767/123 3238/37 7858/7 

 پژوهش حاضر
 تئوري سندرز تئوري دانل a/b  )in( R ]15 [منبع ]29 [منبع

05/57793 5/53080 2/42441 50/51390 1831/3 6 

03/28944 2/28259 7/27194 99/26224 5915/1 12 

33/14479 4/14378 0/14336 05/13344 3979/0 24 

34/7249 3/7243 3/7243 56/7223 3979/0 48 

21/2420 1/2421 1/2421 83/2408 1326/0 144 
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  اي با استفاده از قانون تواني، مطابق با روابط زير محاسبه شده است:خواص مكانيكي پنل استوانه

 
باشد. فلز مي دهنده سراميك وبه ترتيب نشان cو  m شاخص كسر حجمي و زيرنويس N)، 50در رابطه (
اساس قانون تركيب خطي تعيين  اي مدرج تابعي است كه برپنل استوانهثر مشخصه مؤ   همچنين

  ) در نظر گرفته شده است:53-52صورت روابط () ب7اي در جدول (ي پنل استوانهشود. شرايط مرزمي

)52( 
2
: 0 

)53( 
2
: 0 

  
همچنين در  خوبي دارد. طابقت ]30 [و ]15 [مقالات دهد كه نتايج اين پژوهش با نتايج) نشان مي7جدول (

) ، بار b/h) ثابت باشد، با افزايش نسبت عرض به ضخامت پنل (a/Rشرايطي كه نسبت طول به شعاع پنل (
) بار a/R( ) در صورت ثابت ماندن نسبت طول به شعاعa/Rنسبت (يابد و با افزايش بحراني كمانش كاهش مي
   نيز افزايش خواهد يافت.بحراني كمانش مكانيكي 

 
  تحت نيروي محوري Al/3O2Al ايهاي استوانهبراي پنل in GPa( crσ( مقايسه تنش كمانشي -7جدول

   )m,n=()1,1( مود كمانش)1(
)2( )1,3(=  )m,n( 
)3( )1,2(=  )m,n( 

  
  

)50(
2
2

, 1  

)51( 

a/R b/h منبع 
N 

0 5/0  1 5 10 

3/0 20 

 6100/3 2401/3 2047/2 7837/1 7835/0 حاضر

]30[ )1(7835/0 7831/1 2047/2 2414/3 6110/3 

]15[ )1(7834/0 7818/1 2023/2 2380/3 6083/3 

5/0 20 

 0359/5 5708/4 1166/3 4862/2 0672/1 حاضر

]30[ )1(0672/1 4856/2 1166/3 5721/4 0368/5 

]15[ )1(0614/1 4710/2 0974/3 5442/4 0073/5 

5/0 40 

 5279/2 3083/2 5757/1 2474/1 5287/0 حاضر

]30[ )2(5913/0 3559/1 6844/1 4748/2 7468/2 

]15[ 
)2(5921/0 3569/1 6850/1 4759/2 7487/2 
)3(5259/0 2401/1 5660/1 2946/2 5134/2 
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 مطالعات پارامتري -2-5

هاي حجمي نانولولهچگونگي توزيع و ميزان كسر هندسي،  ابعاددر اين بخش اثر عوامل مختلف از جمله 
ار اي بر ميزان بار بحراني كمانش مورد بررسي قركربني در راستاي ضخامت سازه، شرايط مرزي پنل استوانه

  گيرد.مي
  

  هندسي بر بار بحراني كمانش  ابعاد بررسي تأثير -1-2-5
اي استوانهمقادير متفاوت عرض، ضخامت و شعاع پنل  بار بحراني كمانش به ازاي يزان) م8در جدول (

 FG-Xو الگوي توزيع ∗CFCF ،(28/0 Vاي مفروض با شرايط مرزي (محاسبه شده است. پنل استوانه
دهد، در شرايطي كه شعاع و ضخامت پنل ثابت مينشان . نتايج هاي كربني درنظرگرفته شده استنانولوله

سوي ديگر با افزايش يابد. از هش ميميزان بار بحراني كمانش كا ،)a/b(باشد با افزايش نسبت طول به عرض 
يابد. همچنين در شرايطي كه ضخامت و عرض پنل ثابت ، ميزان بار بحراني كمانش نيز افزايش ميضخامت

شعاع كاهش يابد، ميزان بار بحراني كمانش نيز افزايش خواهد يافت. با توجه به نتايج جدول باشند هر چه 
طول به  ازاي افزايش ضخامت به مراتب بيشتر از كاهش نسبت به، ميزان افزايش بار بحراني كمانش) 8(

 ) و يا كاهش شعاع پنل خواهد بود.a/b( عرض

)، a/Rاي برحسب نسبت طول به شعاع پنل (بار بحراني كمانش پنل استوانه) نمودار تغييرات 2در شكل(
همچنين نسبت ابعاد  ) نشان داده شده است.SSSSبه ازاي مقادير مختلف كسر حجمي با شرايط مرزي (

باشد. نتايج مي  FG-Xهاي كربني در راستاي ضخامت، نوع) و الگوي توزيع نانولوله=50a/hو=π b/aهندسي (
با افزايش نسبت طول به شعاع  هاي كربني درنظرگرفته،دهد كه در تمامي كسرهاي حجمي نانولولهنشان مي

)a/Rيابد.) ميزان بار بحراني كمانش افزايش مي  
  

  هاي كربني بر بار بحراني كمانش ي توزيع و كسر حجمي نانولولهبررسي تأثير نحوه -2-2-5
هاي كربني و الگوهاي مقادير متفاوت كسرحجمي نانولوله ) مقادير بار بحراني كمانش به ازاي3در شكل (

و نسبت  )CFCF( اي مفروض با شرايط مرزيهاي كربني آورده شده است. پنل استوانهمختلف توزيع نانولوله
 شود، كمترين ميزان) در نظر گرفته شده است. همانطور كه مشاهده مي=100b/hو  =1b/R(ابعاد هندسي 

 و بيشترين ميزان بار بحراني مربوط به توزيع،  ∗V 12/0و  FG-Oبار بحراني كمانش مربوط به توزيع 

FG-X 28/0و V∗  ترين نقطه از تار اي و در دورپنل استوانهباشد. ماكزيمم تنش در سطح بيروني مي
گردد و هرچه اين نواحي بيشتر تقويت شوند، مقدار بار بحراني كمانش نيزافزايش خواهد خنثي مشاهده مي

هاي كربني نسبت به سايرالگوهاي توزيع، در سطوح خارجي و داخلي پنل نانولوله FG-Oيافت. در توزيع
 .باشدكمترين ميزان بار بحراني كمانش مربوط به اين نوع توزيع مي بسيار كمي حضور دارند، بنابراين

دليل افزايش مدول الاستيك ه ب،  ∗V 28/0هاي كربني به مقدارهمچنين با افزايش درصد حجمي نانولوله
  .يابداي افزايش ميو نسبت مستقيم كمانش با سختي، بار بحراني كمانش پنل استوانه
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 اي تقويتكمانش براي پنل استوانه crP	N510(( بر ميزان بار بحراني )a/R و b/a ،a/hابعاد هندسي (نسبت تأثير  -8جدول
CNT =28/0، شرايط مرزي چهار لبه ساده تحت بار فشاري محوري و X-FGهاي كربن با الگوي توزيع شده با نانولوله

*V   

 

  
  شرايط مرزي چهار لبه ساده  براي) R/a(برحسب نسبت  crP )MN( نمودار بار بحراني كمانش - 2شكل

  )=50a/h و=π b/aفشاري ( تحت بار محوري

0.8

1.8

2.8

3.8

4.8

5.8

6.8

7.8

8.8

9.8

0.8 1.3 1.8 2.3 2.8

P
cr

  (
M

N
)

a/R

V*cnt=0.12

V*cnt=0.17

V*cnt=0.28

b/a=π, a/h=50

a/b b/h b/R= 8/0  1 b/R= b/R= 5/1  b/R=2 b/R= 5/2  b/R=π 

8/0 

100 0014/16  2487/16 9811/16 6939/17 4517/18  5085/19 

50 9568/91 0000/93 8840/94 2529/97 9758/99  7189/103 

30 2455/259 2877/261 6416/267 2870/272 6293/277  5742/285 

1 

100 040/11  2953/11  0778/12 934/12 7292/13  8532/14 

50 2850/68 4304/69 6962/71 1549/74 0524/77  1968/81 

30 2255/213 3810/215 2888/222 7600/228 2664/234  5591/242 

5/1 

100 7915/5 0464/6 8572/6 8534/7 9439/8  2046/10 

50 9150/36 1644/38 8380/41 3061/44 2782/47  7168/51 

30 1103/133 3394/135 7454/142 2426/152 6170/161  0042/170 

2 

100 8462/3 2482/4 0291/5 0156/6 1391/7  6657/8 

50 1957/23 4436/24 4529/28 4842/32 3441/35  6604/39 

30 4813/88 6559/90 9902/97 6899/107 1926/119  0986/134 

5/2  

100  8604/2  3705/3  2975/4  2306/5  3084/6  7933/7  
50  1714/16  3770/17  3342/21  2857/26  4250/30  5032/34  
30  7696/62  8456/64  9020/71  3817/81  8823/92  7700/109  

π 

100 1680/2 6680/2 9786/3 8304/4 8130/5  1726/7 

50 2772/11 4075/12 1744/16 0335/21 5631/26  0997/32 

30 6723/43  6019/45 1992/52 1652/61 2249/72  8926/88 
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  (ب)  (الف)

 
  )ج(

شرايط  با محوريتحت باراي وانههاي كربني بر بار بحراني پنل استتأثير الگوهاي توزيع وكسر حجمي نانولولهنمودار  -3شكل 
∗V/12الف)  =1b/R و =CFCF ،100b/hمرزي ∗V	/17ب) 0 ∗V/28ج)  0 0	  

  
  بررسي تأثير شرايط مرزي مختلف بر بار بحراني كمانش -3-2-5

 متقارن أثير شرايط مرزي مختلف بر ميزان بار بحراني كمانش با درنظر گرفتن كسرحجمي و الگوهاي توزيعتا
اي مورد نظر با نسبت ابعاد هندسي پنل استوانه ) بررسي شده است.9هاي كربني مختلف در جدول (نانولوله

)1a/b= ،1b/R= 100 و b/h=(  .هاي كربني در نانو لوله متقارننااز آنجايي كه توزيع در نظر گرفته شده است
هاي فقط توزيع )9در جدول ( شود،گاه ساده باعث ايجاد خمش غيرخطي مياي با تكيههاي استوانهپنل

بين شرايط مرزي مختلف  شود دركه مشاهده ميهمانطورهاي كربني درنظرگرفته شده است. متقارن نانولوله
بيشترين مقدار بار  ،هاي كربنيالگوهاي مختلف توزيع نانولولهدرصدهاي حجمي و  درنظرگرفته شده به ازاي

0
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در  ري پنلو با افزايش پايدا است) SCSCبحراني كمانش مربوط به پايدارترين حالت يعني شرايط مرزي (
ر بار بحراني بيشترين مقداكه نحويبه  يابد،مقدار بار بحراني كمانش نيز افزايش ميمختلف شرايط مرزي 

 SSSS،CFCF ،CFSF ،SFSF شرايط مرزي و بعد از آن به ترتيب مربوط به )SCSC( مربوط به شرايط مرزي

محوري و با شرايط مرزي مختلف نشان داده اي كمانش يافته تحت بار ) پنل استوانه4در شكل ( باشد.مي 
) در نظر گرفته شده =100b/h و =1a/b= ،1b/Rاي مفروض (شده است. نسبت ابعاد هندسي پنل استوانه

	 28/0ها وكسر حجمي آن FG-X هاي كربني از نوعاست. همچنين الگوي توزيع نانولوله   باشد.مي∗
  
  گيرينتيجه -6

هاي ه با نانولولهشدتابعي تقويتاي مدرجبررسي ميزان بار كمانش مكانيكي پنل استوانه، اين پژوهش هدف از
تابعي و يكنواخت در نظر هاي كربني به دو صورت مدرجباشد. توزيع نانولولهمحوري ميكربني تحت بار 

محاسبه شده است.  هاي مخلوطيافته گرفته شده است. خواص مكانيكي سازه با استفاده از قانون تعميم
تغييرمكان، اصل هميلتون و روش ريتز -با استفاده از روابط خطي كرنش سازهكمانش  بر معادلات حاكم

. نتايج اين پژوهش نشان محاسبه شده است ،حل مقادير ويژه خطيروش بار بحراني كمانش با و دست آمده ب
، ميزان بار بحراني سازه نيز ∗V	 28/0ن اهاي كربني به ميزدهد با افزايش ميزان كسرحجمي نانولولهمي

 FG-Xبيشترين ميزان بار بحراني مربوط به توزيع  هاي كربني،در بين الگوهاي توزيع نانولولهيابد. افزايش مي
طول  نسبتبا افزايش  همچنين. استهاي كربني نانولوله  FG-Oميزان بار بحراني مربوط به توزيع و كمترين

)، ميزان بار بحراني كمانش كاهش خواهد يافت و با افزايش ضخامت پنل a/bاي (استوانهبه عرض پنل 
  ميزان بار بحراني كمانش نيز افزايش خواهد يافت. ، اياستوانه

  
  هاي كربنيشده با نانولوله اي تقويتپنل استوانه crP	N510(( بار بحراني كمانش -9جدول 

  )=100b/h و =1a/b= ،1b/R( تحت بار محوري
 UD FG-X FG-O∗شرايط مرزي مختلف

SSSS 

12/0  2677/4  7897/4  5140/3 
17/0  0166/7  9879/7  5407/5 
28/0  4235/8  4804/10 1799/7 

SFSF  
12/0  3602/1  7476/1  9769/0 
17/0  1096/2  7060/2  5379/1 
28/0  9489/2  9813/3  0315/2 

SCSC  
12/0  1340/5  7672/5  6875/3 
17/0  9972/7  6184/9  8192/5 
28/0  3317/10 2646/12 5587/7 

CFSF  
12/0  1106/2  8551/2  3546/1 
17/0  2013/3  3285/4  0777/2 
28/0  7195/4  5895/6  9224/2 

CFCF 12/0  5044/3  8713/4  0829/2 
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17/0  2434/5  3069/7  1283/3 
28/0  9716/7  2953/11 6198/4 

 

 

 
  

  (ب)  (الف)

   
  (ج)  (پ)

  
  (د)

تحت بار ∗V	 28/0 و  FG-Xهاي كربني با الگوي توزيع اي تقويت شده با نانولولهكمانش پنل استوانه -4شكل 
  SFSFد)  CFSFج) SSSSپ)  CFCFب) SCSC) الف)=1b/Rو =1a/b= ،100b/hمختلف ( شرايط مرزي با محوري
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بار بحراني كمانش مقدار نيز ) a/R( نسبت طول به شعاعافزايش  با و از طرفي ديگر با كاهش شعاع كمانش
، با ودرهمانطور كه انتظار مي ،شدهشرايط مرزي مختلف درنظر گرفته بررسي  درافزايش خواهد يافت. 

و  بيشترين ميزان پايداري .يابدمياي، ميزان بار بحراني كمانش نيز افزايش افزايش پايداري پنل استوانه
شرايط و بعد از آن به ترتيب مربوط به  )SCSC( مربوط به شرايط مرزي درنتيجه افزايش بار بحراني كمانش

 باشد.مي  SSSS،CFCF ،CFSF ،SFSFمرزي 
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Abstract  
 
In this study, mechanical buckling of composite cylindrical panels reinforced with single 
walled carbon nanotubes under axial compression is investigated. Distribution of SWCNTs 
across the thickness of the panel is considered to be uniform or functionally graded. 
Mechanical Properties of the carbon nanotube reinforced cylindrical panel are obtained by 
means of a modified rule of mixtures approache. The governing equations are obtained by 
using Hamilton’s principle based on first-order shear deformation theory and considering 
strain-displacement linear relation. An energy based Ritz method and Chebyshev polynomials 
are used to obtain the critical buckling load of composite cylindrical panels. In addition, the 
effect of various parameters such as boundary conditions, geometrical conditions, distribution 
pattern across the thickness of carbon nanotubes and their Volume fraction are studied on the 
critical buckling load. It is shown that, FG-X pattern of SWCNTs distribution results in the 
maximum critical buckling load and by increasing the Volume fraction of carbon nanotubes, 
the critical buckling load of composite cylindrical panel increases. 


