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  مقدمه  -1

باشند. بسته به تعداد ها داراي عملكرد نگاشت فضاي مفصلي به فضاي كاري مياز منظر جبر خطي، ربات
آيد. وقتي بعد فضاي نوع ربات از لحاظ درجه معيني بدست مي –بعد فضا  -هاي مستقل هر فضا پارامتر

كه تعداد ربات افزونه بازوي مكانيكي است شود. ربات افزونه خوانده ميكاري از بعد فضاي مفصلي كمتر باشد 
هايي دنياي واقعي شامل انواع سازه مفاصل آن از تعدادي كه براي انجام يك ماموريت لازم است، بيشتر است.

وقات كه به هاي افزونه مدل شوند، مثل اندام انسان اعم از دست و پا و يا ساير مخلتوانند با رباتمي است كه
شمار در فضاي مفصلي براي تعقيب  هاي بيهاي افزونه داراي پيكرهربات آيند.طور مشابه به حركت درمي
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اي با  صفحه هاي افزونه توليد مسير براي روبات
  استفاده از اصل كنترل بهينه پونترياگين

 يافزونه صفحه ا تبارو مفصلي يفضادر  مسير سينماتيكي زيسا بهينه نجايدر ا
 كينماتيروابط س قياز مفاصل، از طر كيهر  ريمس نهياست. پاسخ به هشد منجاا

ربات،  يمحاسبه شده است. با توجه به تعداد درجات افزونگ ريمعكوس در كل مس
مفاصل در نظر گرفته شده و با استفاده از روابط  يرهاياز متغ يا هيحدس اول

 هياول طينوع شرا نييو تع نياگيپونتر يساز نهيمعكوس، روش به كينماتيس
از مفاصل در  كيهر يبرا نهياصلاح و جواب به هيحدس اول ستم،يحاكم بر س

 يكار ينمونه در فضا يريمس يبرا يعدد جياست. نتا دهيحاصل گرد نهيبه ريمس
مناسب كه  هيبه حدس اول يابيدست جهت كيشل يو خطا يسع تميالگور لهيبوس

  حل كند اجرا شده است. يرا تا دقت قابل قبول نهيكنترل به يمسئله مقدارمرز
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هاي غير ها در انجام كارهايي كه به لحاظ پيچيدگي، كارايي و يا دقت از عهده رباتتوانايي اين نوع سيستم
هاي مفيدي، از قبيل ، از طريق بكارگيري افزونگي درجات آزادي باعث ايجاد قابليتافزونه خارج هستند

افزايش تسلط و مهارت، و دوري جستن از نقاط منفرد در فضاي كاري، مورد توجه محققان قرار گرفته است. 
لاتي همراه ها، به كارگيري آنها را با مشكليكن از طرفي نامعيني سينماتيكي و ديناميكي اين گونه سيستم

قضيه پونترياگين نتيجه اصل مينيمم سازي انرژي پتانسيل هميلتون در حركت است كه معادله سازد. مي
قضيه در اينجا از جنبه كنترل بهينه مورد توجه قرار گرفته است و براي  باشد. اينلاگرانژ نيز از نتايج آن مي

 هايدهه در باشد.رجه افزونگي مورد استفاده ميبهينه سازي يك روبات صفحه اي چهار درجه آزادي با يك د

 روي بر مسير بهينه سازي و و كنترل بررسي ديناميكي، سينماتيكي، بررسي قبيل از تحقيقات زيادي اخير،

 با موازي جديد ربات يك از چشمگيري ] توسعه1همكارانش [ و شده است. سراكين انجام همكار هايربات

 نشان نيرو ميدان و كاري فضاي روي بهينه سازي بر را توسعه اين نموده اند. آنها ارائه فعال آزادي درجه دو

 معلق توسط موازي هايمكانيزم براي مسير توليد براي ] روشي2و همكارانش [ گوسلين دادند. همچنين

 و دادند. ليو قرار بررسي مورد را آزادي صفحه اي درجه دو ربات يك آنها منظور اين كردند. براي ارائه كابل
 هانقطه كنترل پيكربندي اساس بر ربات، يك انگشتان براي توليد مسير براي ] روشي3همكارانش [

  كردند.  استفاده صنعتي بندي بسته براي روش اين پيشنهاد كردند و از
 آزادي درجه با افزونگي هيبريدي موازي -سريال هايربات مسير توليد براي ] هدفي4مينگ و همكارانش [

 معكوس شبه از استفاده ] با6و5لجيس [ و ويتني .كرده اند ارائه سفتي براي عملكرد بهترين بررسي با

 يوچي. دست آورده اند به را مفاصل سرعت سطح در معكوس سينماتيك معادلات ژاكوبين مفاصل، ماتريس

 ضرايب تعيين و مفاصل زواياي عنوان تقريبي براي به محدود، هايچند جمله اي از ]7همكارانش [ و ياما

اوليه  شرايط با مسير تقريب براي ]8ين [ و كرده اند. ناكورگا تصادفي استفاده اعداد وسيله به آن مجهول
كرده اند.  استفاده اسپيلاين -فوريه بي سري ازجملات محدودي وتعداد هاچندجمله اي ازمجموع نامشخص،

 از كرده اند. همچنين استفاده استفاده مسئله حل براي يكنواختدرون يابي  هايتكنيك ] از9ازاكي [ و كيو

 يك حل معادلات، ] براي10چانگ [ اساس همين باشد. برتوجه مي هاي بهينه سازي نيز موردتكنيك

 حساب نظريه به توجه سينماتيك، بهينه نمود. با معادلات قيد با زمان هم را آن نمود و تعريف انديس

 مورد انديس براي بهينه مقدار آوردن دست به اول، مرتبه معادلات ديفرانسيل آوردن دست به با و تغييرات

 يا سينماتيكي تواندنظر مي مورد ]. انديس11-13شود [مي مرزي  شرط مسئله يك حل به نظر تبديل

 آوردن به دست براي و باشند به انديس، سينماتيكي وابسته پارامترهاي كه صورتي باشد. در ديناميكي

 پارامترهاي وابسته شود. اگرمي سينماتيكي ناميده انديس شود، استفاده روابط سينماتيكي از بهينه مقادير

 و شود. اسگوييناميده مي ديناميكي باشند، انديس گشتاور) و از نوع ديناميكي (از قبيل نيرو انديس، به
 بهينه پيكره يافتن جهت روشي ارائه به هاي بادامكيقفل با موازي بازويه دو روبات معرفي با ]14همكاران [

تعريف  پيش از راستاي در و كاري فضاي از نقطه اي در حداكثر نيروي براي اعمال استاتيكي حالت در آن
] بهينه سازي سينماتيكي مسير مفصلي روبات دو بازويه موازي با 15پرداختند. جويباري و همكاران [ شده
سازي سينماتيكي مسير، در فضاي مفصلي روبات دو بازوية بهينهمختلف، هاي هاي بادامكي در پيكربنديقفل

  هاي مختلف قفل شدن را به انجام رساندند. موازي در پيكربندي
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هاي پيكربندي يك مسير در نظر گرفته و پاسخ بهينه مسير هر يك از مفاصل را با آنها براي هر يك از حالت
اسبه نمودند. با توجه به تعداد افزونگي درجه آزادي در حالتمينيمم كردن يك تابع هدف در كل مسير مح

اي از متغيرها در نظر گرفته شده و با استفاده از اصل مينيمم سازي هاي مختلف پيكربندي، حدس اوليه
- سيستم، حدس اوليه اصلاح شده و جواب بهينه به دست مي پونترياگين و تعيين نوع شرايط اوليه حاكم بر

آيد. همچنين به جواب بهينه به دست آمده، براي هر يك از مفاصل نيز مسير بهينه به دست ميآيد. با توجه 
هاي پيكربندي، انديس عملكرد بهينه حاصل شده و همچنين معادلات سينماتيك در هر يك از حالت
 ]16[همكارش تبط ديگري وانگ و در تحقيق مر اند.هاي مسئله در نظر گرفته شدهمستقيم به عنوان قيد

  اند. يك درجه افزونگي است ارائه نمودهيافتن حالت بهينه ربات مدل دست انسان كه داراي  روشي براي
. افزونگي درجه آزادي باعث مهارت بالاتر دست باشدمينشان دهنده مقايسه بازوي روبات و انسان  )1( شكل

اين افزونگي ميتوان دسترسي به هر شود. در نتيجه دست ميانسان در دستيابي به نقاط مختلف فضاي كاري 
هاي ديگري رنيروي تعاملي (گشتاور) و يا معيافضاي كاري را با توجه به زمان دسترسي (سرعت)،  نقطه

اين بهينه سازي بصورت تدريجي از زمان كودكي در ذهن و اعصاب دست انسان ذخيره شده  بهينه نمود.
هاي هاي كاربردي با توجه به پارامتررنيازمند تعريف معياي حركت روبات است درحاليكه براي بهينه ساز

بعنوان مبنا در نظر گرفته شده  )swivel(، صفحه گردنده صفحه شامل بازو ]16[سينماتيكي هستيم. در 
 بدين ترتيب با فرض حالات مختلف آن صفحه، مساله سينماتيك معكوس حل شده است. نهايتاًاست. 

  بهترين حالت بازو با توجه به سريعترين حالت حركت پيدا شده است.
  
  

  
  

سازي سينماتيكي بازوهاي افزونه روبات و مدلمقايسه  -1شكل 
  ]16[انسان 
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يين تنه را به همراه ارائه اي پا و پاماهيچه -عددي اسكلت سازي و تحليل] مدل17علمداري و همكارش [
  : هايي بر مبناياند و سپس مدلري و غيرديداري راه رفتن پرداختهديداآنها به مطالعه اند. نموده

  اند،هاي وارد بر مفاصل مدل شدهها بصورت گشتاور) ساختار اسكلتي كه ماهيچه1
  و اند،ر ديناميك سيستم درنظر گرفته شدهاي دهاي ماهيچهماهيچه كه گروه -اسكلت ) ساختار2
اي و و سيستم جداگانه اسكلتي و ماهيچههاي انسان بصورت دن حركتعصبي كه در آ -) ساختار اسكلتي3

اي، آنها تحليل بدست آوردن مقدار نيروهاي ماهيچهبراي  اند.ارائه نمودهتحت كنترل سيستم اعصاب مركزي، 
 ند. اين روش كه برااي انجام دادههازي مجموع مربعات نيروهاي ماهيچافزونگي را با استفاده از مينيمم س

   شود.هاي اوليه در بهينه سازي بردارها محسوب ميهاست، از روشرم اقليدسي بردار نيروهاي ماهيچهمبناي ن
آنها نيز . )2( شكل اندآزادي پا شامل ساق و ران پرداختهدرجه  9به بررسي مدل  ]18بونت و همكارانش [

ند. امجموع مربعات) استفاده نموده ازيمينيمم سازي نرم اقليدسي (حداقل سبراي تحليل افزونگي از روش 
  سازي سينماتيكي تركيبي از سرعت و گشتاور مفاصل است. معيار مورد استفاده در بهينه

  

  

 ]18انسان [ مدل نه درجه آزادي پاي -2شكل 
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اي است و بات افزونه چهار درجه آزادي صفحهتعيين مدلي براي پيكره بندي بهينه روحاضر هدف  مقاله در
چالش اصلي در اين راه بدست آوردن مسير مفصلي بهينه براي دنبال نمودن مسيري مفروض در فضاي كاري 

گيري معادلات شخصي سازي شده كنترل باشد. بدين منظور با حدس نقطه آغازين حركت، و انتگرالمي
ايط مرزي انتهايي شود و نهايتا صحت آن با توجه به شربهينه پونترياگين، مسير فضاي مفصلي محاسبه مي

شود. حدس اوليه تا رسيدن به مسير بهينه و ارضاي كليه شرايط مرزي با استفاده از مسير سنجيده مي
طراحي هاي بهينه سازي در استفاده از روشنوآوري مطالعه ي پيش رو با  .شودالگوريتم شليك اصلاح مي

اين مقاله با الهام از اصل حداقل سازي انرژي هاي افزونه بسيار مرسوم است. روش معرفي شده در مسير ربات
 منجر به فرمولاسيون پونترياگين ميشود.ها و كاربرد آن در كنترل بهينه، پتانسيل هميلتون در تمام سيستم

اند. لكن براي هاي مسير بدست آمدهانت همانند ساير نتايج اصل هميلتون، در اينجا نيز شرايط مرزي در هر دو
از روش عددي و نيز به منظور اعمال شرايط مرزي در انتهاي ديگر از ر تابع (فانكشنال) ابمحاسبه انتگرال 

تر از محاسبه تحليلي آن روش شليك استفاده شده است. با وجود اينكه محاسبه عددي اين انتگرال راحت
دين ترتيب ب هاي عددي، خطاي محاسباتي بوجود آمده بايد حداقل شود.است لكن بنا به ماهيت همه روش

  بحث شده و براي يك نمونه عددي نيز محاسبات انجام پذيرفته است. كليه مراحل كار مفصلاً
  

  هاسينماتيك مستقيم و ماتريس ژاكوبين بازو - 2
بردار عملگر باتوجه به پيكربندي ربات،  .دهدپارامترهاي مختلف آن نشان مي را با ربات صفحه اي )3( شكل

 هاي تعريف شدهزاويه بردار مفاصلِو نهائي در فضاي كاري  1 2 3 4, , ,     و روابط سينماتيك سيستم
  :شودربات به شرح زير تعريف مي

 

1 1 2 12 3 123 4 1234

1 1 2 12 3 123 4 1234

1 2 3 4

x l C l C l C l C

y l S l S l S l S

   
   

        
 

)1(  

  
  

  

 بازو مكانيكي ماهر با چهار رابط -3شكل 
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  به صورت زير بيان شوند:فوق هاي استفاده شده در رابطه كه متغير

1..i 1 i

1..i 1 i

C Cos( ... )

S Sin( ... )

    
       

  متغير فضاي مفصلي nتعداد داراي بازوي مكانيكي 

 T

1 2 3 n, , ,...,        

  متغير فضاي كاري mو 

  T

1 2 3 mr X ,X ,X ,...,X   

بعدي  n ماتريس ژاكوبين يك ماتريس انتقال خطي است كه يك بردار سرعت باشد.مي   از فضاي
بعدي  mيك بردار سرعت  بهمفصلي را  r  شود:، به صورت زير بيان مينگاردكاري مياز فضاي  

 r J   )2(  

  يا به عبارتي:

1 1 1

1 2 n
1 1

2 2 2
2 2

1 2 n

m n
m m m

1 2 n

f f f

d d d
X

f f f
X

d d d

X
f f f

d d d

   
        
                   

    
       

     





 

 
   





 

)3(  

  شوند:به صورت زير بيان مي فوقكه متغيرهاي استفاده شده در رابطه 

 i i 1 2 3 nX f                  i 1,2, ,m          

  ) هستند.1بيان فشرده معادلات ( iXمعادله 
  

  مدل سازي -3
  طرح مسئله - 1-3

mr نشان دهنده متغير فضاي مفصلي و بردار nRبردار  R باشند. نشانگر متغيرهاي فضاي كاري مي
nزيرا به ازاء  باشد.ي ميدرجه افزونگ يكسيستم داراي  m  سيستم دارايn mدرجه افزونگي است .

0x(tدر فضاي مفاصل است. مجري نهائي از مختصات  (t)هدف پيدا كردن مسير در اينجا  شروع به  (
حركت كرده و مسير  x t پيمايد و درنهايت به مختصات را مي fx t 0 رسد.ميt بيانگر زمان اوليه وft 

  .هستند زمان نهائي
  عبارتست از: 	معادله سينماتيكي بازو
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    r t f   )4(

  :كندنسبت به زمان مشتق گرفته شود، معادله به فرم ديفرانسيلي تغيير پيدا مي رابطه فوقاگر از 

   r t J    
)5(

 كه  m nJ R    ن، ماتريس ژاكوبيبيان كنندهmr R  فضاي كاري و در سرعت عملگر نهائيnR 
  باشند.سرعت مفاصل مي

  فوق عبارتست از:رابطه پاسخ 

    # #
nJ r t I J J       )6(

كه در آن # n mJ R    شبه وارون راست نام دارد وn n
nI R  است س همانييماتر بيانگر.  

#J د.شومحاسبه ميرابطه زير  هاي غير تكين به صورتدر حالت  

   1# T TJ J J J


   )7(
nR	است) 5(جواب خصوصي معادله  )6سمت راست معادله (است. جمله نخست  يك بردار دلخواه .

باشد كه مي )5(جواب عمومي معادله آن بيانگر جمله دوم  #
nI J J   را توسط بردار دلخواه  در ،

nبردار با تغيير باشد. هاي متعدد فضاي مفصلي ميدهد و بيانگر پاسخفضاي پوچ ژاكوبين قرار مي 1 ،n 1 
جواب عمومي بيانگر قابليت  هدر نتيجكنند. صدق مي )2(آيد كه همگي در رابطه هاي متفاوت بدست مي

هدف از حل اين مسئله پيدا كردن مسيري در فضاي مفصلي روبات  افزونگي درجات آزادي سيستم است.
دهد، انرژي سينماتيكي داده شده قرار مي مفروضاست كه در عين حال كه عملگر نهايي را روي مسير 

  روبات، يعني

 
f

0

t T

t
PI .  dt      )8(  

  نمايد.را نيز حداقل مي
  

  ياگينپونترزي مم ساينيصل ما - 2-3
   :مفروض است زيرسيستم ديناميكي 

  x f x,u  )9(

nx كه R متغيرهاي حالت و mu R هستند.(كنترلي) ورودي  هايمتغير x بردار نشان دهنده مشتق 
x نسبت به زمان است. هدف مسئله كنترل بهينه، يافتن  u t  0در بازه ft t t  باشد كه متغيرهاي مي

 حالت را از مقادير اوليه 0x t به مقادير نهائي  fx t  انتقال دهد به صورتي كه كل مسير، طبق رابطه
  :، تابع عملكردفوق
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  f

0

t

0t
PI f x,u dt   )10(  

  سازد.مينيمم را 
  شود:بيان ميزير با رابطه  ،nRهميلتونين سيستم، با در نظر گرفتن بردار الحاقي 

   T
0H ,x,u f f      )11(  

0براي بازه زماني  *، و الحاقي u*، كنترليx*مقادير بهينه متغيرهاي حالت ft t t   ذيل صورتبه 
  مربوط هستند:

     T
* * *

*
H ,x ,u

x t
  
 
  


 

)12(  

  

     T
* * *

*
H ,x ,u

t
x

  
  
  


 

)31(

  

 

  T
* * *H ,x ,u

0
u

  
  
  

 
)41(  

  

    * * * * *H ,x ,u H ,x ,u    )15(

)، و 14عدد معادله جبري ( mباشند. بنابراين با حلمي يروابط بالا تركيبي از معادلات جبري و ديفرانسيل
محاسبه  *u t  مسير بهينه 13) و (12(هاي و سپس با جايگذاري در رابطه ،( x t  قابل محاسبه خواهد

) فقط در شرايطي 14رابطه ( باشند.مي سيستم كردن هميلتونين مهاي لازم براي مينيمبود. روابط بالا شرط
باشد، داراي حل تحليلي است، در غير اين صورت در هر مرحله دو خطي يا درجه  u به نسبت كه هميلتونين

 يمحاسبات سنگينحل آن شامل شود كه مي باعثاين امر  و گيري عددي حل شودبايد به صورت انتگرال
  .باشد

  
  روش بهينه سازي پونترياگين -3-3

روش بهينه  بعنوان تابع عملكرد، با استفاده از -) 8معادله ( - حركتحين در روبات انرژي مصرفي در اينجا 
توان ، مي و در نتيجه نسبت به  باتوجه به فرم سهموي آن نسبت به  شود.ميحداقل  ،سازي پونترياگين

  شود:به شكل بسته ذيل منجر مي	) براي 15) تا (12نشان داد كه حل معادلات (
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  #
4 4

1
I J J

2       
)16(  

  ) داريم:6) تا (4( ابطور كه با اعمال آنها براي

 

 
T

f

f
2f

 

      





 )17(  

  :بردار چهار بعدي است fكه در آن 

  # #
4 4

1
f J r I J J

2      
)18(  

3 و 1r  مولفه هاي بردار باشد.مي نهائي در فضاي كاري مشتق زماني بردار مكان عملگر r  1به ترتيبr مولفه
4مؤلفه دوراني سرعت هستند.  3rمؤلفه عمودي سرعت و  2rسرعت،افقي  1  4. استبردار الحاقي 4I   نيز

 ، ماتريسبه بردار نسبت  f بردار با مشتق گيري ماتريس هماني است.
4 4

f



 
  

  .شودحاصل مي 

استفاده شده به شكل روابط زير ، پيشرو از روش تفاضل محدود )17معادلات ( براي انتگرال گيري عددي
  :است

 

i 1 i

i 1 i

t
. t





  
 


     



  
)19(

  

  

i 1 i

T

i 1 i

t

f
2f t





  
 


             



 

)20(

براي رسيدن به اين هدف بايد ابتدا ماتريس ژاكوبين و ماتريس شبه معكوس آن  #
4 3J  .محاسبه شوند  

  
  حاكم بر سيستم  شرايط مرزي -4-3

بنابراين براي بدست آوردن معادله ديفرانسيل مرتبه اول هستند.  2nداراي فوق مجموعا  و 		معادلات
ftدر لحظه باشند. مي يا مرزي شرط اوليه 2n نيازمند حل بهينه سيستم، t ر به دليل در انتهاي مسي

ftلحظه  ، لكن رابطه زير برايبه صورت آزاد است f، وجود افزونگي درجه آزادي t بايد برقرار باشد:  

 
    f fr t f t 

 )12(

معادلات با توجه به  مسير و نيز يبه مشخص بودن زمان پايان هبا توج كند.تعيين ميشرط را  mفوق  معادله
  در اين مورد داريم: .است زمان معلوم حالت نهائي آزاد بااز نوع  حاكم بر سيستم، اين مسئله
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  ft 0   )22(
  

nدر مجموع تعداد  ه اخيربطار دو از كند.بيان ميدر انتهاي مسير شرط را  nتعداد رابطه فوق  m  شرط
nد. تعدادنگردمعلوم ميدر زمان انتهايي مسير  m از شرط تعامد ،شرط باقي مانده ت بر معادلا

   د.نشوسينماتيك مستقيم در ابتداي مسير استفاده مي
  شود:اين شرط براساس اين رابطه ضرب داخلي بيان مي

        #
n 0 0 0I J t J t  . t 0        )32(

nفوق تعداد رابطه  m  2 در مجموع هر سه معادله اخيركند و تعيين ميزمان شروع شرط راn شرط 
به حل مسئله  مند. با توجه به شرايط مرزي موجود، تعيين مسير بهينه نيازنمايندمي تعيينرا لازم  مرزي

  .آيدمسائل به شمار مياين نوع  هايحلاز جمله راه روش شليك بدين منظور . مقدار مرزي است
  

  روش شليك -4
مقدار مرزي توسط كاهش در جواب از مسئله مقدار اوليه است.  ائلمسعددي روش شليك روشي براي حل 

گيري در نظر در ابتدا فرض اوليه اي در يك بازه انتگرال باشد كهبدين صورت مي در روش شليكنحوه حل 
شود و مقادير در طرف شود تا شرايط مرزي در يك بازه كامل شود. سپس انتگرال گيري انجام ميگرفته مي

شوند. مقادير به دست آمده در طرف ديگر بازه با شرايط مرزي مربوطه مقايسه مي آيند.ديگر بازه بدست مي
شود. اين كار تا زماني كه خطا گيري دوباره انجام ميبا توجه به مقدار خطا، فرض اوليه اصلاح شده و انتگرال

 مرزيشرط  2nهمانطور كه بيان شد،  شود.را شود تكرار ميصفر شود و مسئله به جواب واقعي خود همگ
n ها تعداداز اين شرطهستند. در بازه انتگرال گيري معلوم  m  0شرط درt tو تعداد n m  شرط

ftدر  t الگوريتم شليك براي  اينجا در د.نباشمي ft  (انتهاي مسير) شرط    f fr t f t  
ftدرنتيجه تعداد شرايط مرزي معلوم در  .درنظر گرفته شده است t  در مجموعn m شود و فقط مي

n m  در نهايت شرايط مرزي موجود مطابق روابط شود.انجام مي(به تعداد عدد افزونگي روبات) فرض 
  د:نگردبيان مي ذيل

     f fr t f t   )1-24(

  ft 0   )2-24(

         #
n 0 0 0e I J t J t t  . t     )3-24(

ftدر  پس با توجه به شرايط مرزي موجود t گيري بصورت پيشرو انجام و مقادير انتگرال  0درt t  به
هاي اوليه بايد طوري تصحيح شوند كه حال اگر شرط تعامد معادله فوق برقرار نبود، فرض .آينددست مي

eشرط تعامد برقرار شده و خطاي مربوطه  0 شود.  
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  مسئله نمونه -5
همانطور كه ذكر شد در اين مقاله هدف بررسي و بدست آوردن مسير بهينه براي ربات صفحه اي چهار درجه 

  آزادي در دنبال نمودن مسيري از پيش تعيين شده است. 
  

  پيكربندي اوليه  -1-5
موقعيت مجري نهائي (متغيرهاي فضاي كاري) در صفحه        T

r x y        باشد. مي
nدارايربات درنتيجه اين هستند.  3و  4ترتيب ه فضاهاي مفصلي و كاري بابعاد  m 4 3 1     درجه

ftدر لحظه  02و  01هاي اوليه درنظر گرفته شده براي مفاصل رباتافزونگي است. حدس t  است. با
ها از طريق روابط سينماتيك معكوس مابقي متغيرهاي فضاي مفصلي براساس ظرگرفتن اين فرضدرن

گردد و در هرگام آيند. پروسه بهينه سازي مسير بر همين اساس شروع ميمتغيرهاي فرضي به دست مي
گيرند و شوند و دوباره مقادير اصلاح شده در روابط سينماتيك معكوس قرار ميمتغيرهاي فرضي اصلاح مي

شوند، اين كار تا زمان رسيدن به دقت موردنظر ادامه مقادير جديدي براي ديگر متغيرهاي مفصلي حاصل مي
  كند.پيدا مي

  
  مثال نتايج عددي بهينه سازي  -2-5

براساس مطالب ذكر شده، بهينه سازي براي دنبال نمودن مسير در فضاي كاري انجام شده است. به عنوان 
  شود را طي كند:مجري نهائي بايد مسيري كه توسط رابطه زير بيان ميمثال عددي، 

 

 
 
 
 

 
 

x t 0.25 0.15 1 cos t

r t y t 1.5x t

t

6

 
    
      
      
 

 

)52(  

متعلق به بازه بسته  tبه صورتي كه  t 0,1باشد.مي	

و 	نهائي، سرعت فضاي كاري عملگر نهائي، پيكربندي ابتداييفضاي كاري عملگر  )9(تا  )4هاي (شكل
انتهايي ربات، مسير مفاصل  1 2 3 4, , ,    انرژي مصرفي و مسير بهينه حاصل از	اين مسير را نشان مي-

   دهند.
حدس اوليه انجام شده براي پيكره ربات در زمان انتهايي، جهت آغاز فرآيند الگوريتم شليك 

T

01 10 10 10 10

        
پيكره ربات به عنوان نقطه شروع سعي و خطا در الگوريتم  باشد. اينمي 

) 2-24) و (1-24گيرد. سپس با انجام فرضيات مربوطه براي شرايط اوليه (شليك مورد استفاده قرار مي
حالتي كه عملگر نهايي شود. نتيجه حاصله، نزديكترين پيكره ربات به ) انجام مي20) و (19انتگرال گيري از (

  ).7گردد شكل (روي مسير قرار گرفته شود، حاصل مي
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  فضاي كاريدر نهايي  عملگرنمودار مسير  - 4شكل 
  
  
  

  

  فضاي كاريدر نهايي  عملگرنمودار سرعت  - 5شكل 
 
  

  
  

  

پيكربندي ابتدايي و انتهايي ربات براي دنبال  - 6شكل 
  فضاي كارينمودن بهينه مسير 
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مسير بدست آمده براي ربات در حدس اولية  - 7شكل 

T

01 10 10 10 10

          
  

حدس اوليه بعدي 
T

02 5 5 5 5

        
انجام شده و  باشد. مجددا فرآيند انتگرال گيريمي 

آيند. هاي بعدي با استفاده از درونيابي بدست ميحدس نشان داده شده است. )8(مسير حاصله در شكل 
اين بردار در هر  اوليه در نظر گرفته شود، براي تصحيح حدسبه عنوان بردار  اگر بردار بدين صورت كه 

e تكرار به ازاي 0 شوداز بسط تيلور استفاده مي:  
1

Next Current Curr

C

t

urre

n

nt

e

e
θ θ .e

θ

     
  )26(

هاي و حدس شودتصحيح ميفوق توسط رابطه بازگشتي   ارضا نشود، بردارتا زماني كه دقت مورد نظر 
مقادير بدست آمده براي زواياي ربات عبارتند 	410نهايتاً براي دقت  شوند.اوليه جديد توليد و استفاده مي

  از:

1 2 3 40.3206, 1.9030, 0.3973, 0.6614             

  نشان داده شده است. )9بهينه مربوطه در شكل (و مسير 
  

  

  مسير بدست آمده براي ربات در حدس اوليه - 8شكل 
T

02 5 5 5 5
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ربات براي مسير فضاي كاري  مسير بهينه - 9شكل 
  )25مطلوب (
  
 
 

   جزئيات بهينه سازي - 1جدول 
 

مقادير بهينه 
  مفاصل

)rad(  

1 3206/0 -  

2 9030/1  

3 3973/0 -  

4 6614/0 -  
به ازاي حدس

  اول

Energy 62887/0  
Error  0045165/0  

به ازاي حدس
  دوم

Energy 75205/0  
Error  0058772/0  

بهينه مقادير 
 انرژي و خطا

Energy  74833/0  
Error  1/358 10 12 

  

  نتيجه گيري-6
درجه آزادي صفحه اي با درنظر گرفتن افزونگي  4در اين مقاله، بهينه سازي سينماتيكي مسير براي روبات 

:  : عرض، y	: طول، x	درجه آزادي انجام  شده است. فضاي كاري ربات صفحه اي داراي سه بعد، شامل (
باشد. هدف، بدست آوردن مسير مفصلي جهت دنبال نمودن مسيري از پيش تعيين شده در چرخش) مي

فضاي كاري ربات است. بدين منظور با قرار دادن عملگر نهايي در نقطه انتهايي مسير، يك حدس اوليه براي 
گردند تا پيكره ل ميشود. سپس روابط سينماتيك معكوس اعمادرجه آزادي افزونه ربات در نظر گرفته مي

  مربوط به آن حدس اوليه محاسبه شود. 
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با استفاده از قانون پونترياگين در كنترل بهينه روش محاسباتي جهت حداقل سازي مقدار انرژي سينماتيكي 
مصرفي ايجاد شده و با انجام انتگرال گيري از آن، مسير مربوط به آن حدس اوليه محاسبه شده است. سپس 

شود و در نتيجه با استفاده از با مقايسه شرايط مرزي در سوي ديگر مسير بروز رساني ميحدس اوليه، 
شود. براي مسير بهينه الگوريتم شليك، حدس اوليه و مسير مربوط به آن به سمت مسير بهينه همگرا مي

  كمتر است. مقدار انرژي مصرفي محاسبه شده و نشان داده شده است كه از انرژي مصرفي براي ساير مسيرها
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Abstract  
 
In this paper, the joint space kinematic optimization of a redundant planar robot is performed. 
The aim is to follow a desired task space path. Considering the redundancy of the robot, an 
initial guess is made for the excessive degrees of freedom of the robot. Definitely due to the 
redundancy of the robot, several admissible joint-space configurations exist and one of them 
is randomly selected as the initial guess. Afterwards, the inverse kinematic equations are 
applied together with Pontryagin’s principles in optimal control theory. By performing a 
back-integration, the whole joint space path is calculated. This way the possible joint space 
path is calculated but the end conditions are to be satisfied. According to the error occurred at 
the other end of the path, the initial guess is updated. The relation is assumed to be linear and 
applied through a Taylor expansion equation. A try-error process using shooting method is 
then performed, and the optimal initial guess is converged. Its corresponding joint space 
trajectory is also obtained. This is the admissible joint space trajectory on which the 
consumed energy is optimized. As a numerical evaluation, a sample task space desired path is 
considered and using the proposed method the proper joint space trajectory and its 
corresponding kinetic energy is obtained. 

  


