
  
  

  

  
 ،يعمومشرايط مرزي  ،جرم متحرك ،تير مدرج تابعي ميكرو، اصلاح شدهزوج تنش  يتئور :راهنما يواژه ها
 پاسخ ديناميكي ،ژهيو ريمقاد

 

  مقدمه  -1
ها با توجه به خصوصيات ر زمينه ميكرو/نانوتكنولوژي كاربرد ميكرو سازهبا گسترش سريع تكنولوژي بخصوص د

در  كاربرد اين موضوع بيشتر يابد؛ها هرچه بيشتر توسعه ميالكترونيكي آن و ويژه فيزيكي، مكانيكي
هايي است يكروسازهمها و يكروماشينمدر مهندسي پزشكي براي  مخصوصاًو ميكروحسگرها، ميكروپردازشگرها 

 گيرند.يمير جرم متحرك قرار تأثد و در اكثر مواقع تحت آييماز ميكروتيرها استفاده به عمل  هاآندر  كه
ي متحرك هاتير انعطاف پذيري كه تحت عبور بار  مسألهتوان به مثابه يمهاي مهندسي را يستمسبسياري از 

بردهاي عملي در مقياس ميكرو/نانو در را ارائه كرد. بسياري از كار هاآندر نظر گرفت و مدل رياضي  ،است
ها هستند. از اين رو تعيين رفتار ديناميكي تيرها و ميكرو تيرهاي يستمسيي از اين هانمونهميكرو حسگرها و ... 

  تحت عبور جرم (يا حسگر)، از ديرباز موضوع مورد علاقه تحقيق بسياري از دانشمندان بوده است.
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تحليل ديناميكي ميكروتير مدرج تابعي داراي جرم 
  براساس تئوري زوج تنش اصلاح شده متحرك

در مقاله كنوني پاسخ ديناميكي ميكرو تير مدرج تابعي تحت اثر ميكرو جرم متحرك بر 
نظريه زوج تنش اصلاح شده در چارچوب مدل تيموشنكو براي شرايط مرزي مختلف اساس 

، اندآمدهارائه شده است. معادلات حركت و شرايط مرزي با استفاده از اصل هميلتون بدست 
طبيعي و شكل مودهاي ارتعاش متناسب  فركانسسپس روش پيشنهادي براي بدست آوردن 

ر ويژه سيستم براي بدست آوردن پاسخ ديناميكي آن با شرايط مرزي ارائه شده و مقادي
. براي اعتبارسنجي، فركانس و پاسخ ديناميكي ميكرو تير با ساير اندشدهگسترش داده 

مطالعات مقايسه شدند. علاوه بر اين نتايج عددي براي فركانس طبيعي و پاسخ ديناميكي 
يكروتير، نسبت ضخامت به ارائه شد و تأثير پارامترهاي مختلفي همچون مقياس طول م

    طول، شرايط مرزي، سرعت ميكرو جرم و انديس تواني مورد بررسي قرار گرفت.

 نشريه مهندسي مكانيك 
 انجمن مهندسان مكانيك ايران
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ي تئوري غيركلاسيك مكانيك محيط پيوسته كه اثر اندازه هامدلاستفاده از  اندازه، تاثيرات بيني پيش براي
رواج زيادي داشته است،  است و  يضرور كننديمدرست و دقيق پيش بيني  هاسازهرا به خوبي در رفتار ميكرو

  ]1-6. ]1[–]3 به مدل گراديان كرنش و تئوري زوج تنش اشاره كرد توانيمي تئوري هامدلاز ميان اين 
 با .اندكرده مطالعه كوپل تئوري تنش اساس بر را هاسازه ديناميكي و استاتيكي رفتار محققين از برخي

 اندنموده مطالعه را كسياپو از شده ساخته تير يك استاتيكي رفتار و همكاران پارك تئوري اين از استفاده
 تئوري از استفاده با را برنولييلر تير او يك بر حاكم مرزي شرايط و حاكم معادلات همكاران و . كونگ]7[

  .]8[است  اندازه به وابسته ويژگي يك تير سفتي كه دادند و گزارش آورده دست به شده اصلاح كوپل تنش
بندي  ميلادي انجام شده است. او فرمول) 1848( سال در ]9[اولين مطالعه روي ارتعاش پل توسط ويليس 

 )1896(درسال  ]10[ كسمعادله حركت را براي يك مسأله پل راه آهن براي اولين جرم انجام داد. استو
اجباري  ارتعاش ]11[ هاي تواني حل كرد. جعفري و فتح آباديفاده از بسط سريتميلادي معادله وي را با اس

ميدان جابجايي . تير تيموشنكو از جنس مواد هدفمند با لايه پيزوالكتريك تحت جرم متحرك را بررسي نمودند
با استفاده از تئوري مرتبه اول برشي تيرها به دست آورده شده و رفتار ديناميكي تير با استفاده از روش ناوير 

  .به دست آورده شده است
هاي اي به تحليل پايداري ديناميكي ارتعاشات عرضي تير تحت عبور متوالي جرمدر مقاله ]12[پيرمراديان     

اي تحليل ارتعاشي تير تيموشنكوي چند تكه داراي قيود در مقاله ]13[ متحرك پرداخت. بخشي و آريايي
انعطاف پذير مياني تحت عبور سيستم دو درجه آزادي از روي آن را بررسي كردند . پورشهسواري و قرباني 

هاي هاي مودال براي سيستماي به آناليز مودال يك تير تحت اثر جرم متحرك با استفاده از روشدر مقاله ]14[
به تحليل ديناميكي تير تيموشنكو  ]15[ زاده و ربيعياسماعيل خطي متغير با زمان در حوزه زمان پرداختند.

 افزايش كه شد . مشاهدههاي متعامد پرداختندايچند جملهتحت اثر جرم متحرك با استفاده از روش بسط 

 حساسيت درگير، قيود افزايش با همچنين و گذارد.مي تير پاسخ ديناميكي حداكثر بر بسزايي تأثير، سرعت

 گرديد مشاهده آمده دست به نتايج يابد. طبقمي شمگيري كاهشچ اندازه به سرعت، افزايش به نسبت پاسخ

قابل  طور به تواندمي سازه ديناميكي پاسخ مرزي معين، شرايط و سرعت در متحرك، جرم اينرسي افزايش با كه
  يابد. افزايش ايملاحظه

يل ديناميكي تير تيموشنكو تحت اثر جرم متحرك به كمك اي به تحلدر مقاله ]16[كارگرنوين و سعيدي 
 تيموشنكو تير يك ديناميكي پاسخ يافتن براي جديد روشي مقاله اين توابع ويژه وابسته به زمان پرداختند. در

 ارائه است، گرفته قرار ثابت سرعت با متحرك جرم يك اثر كه تحت معين گاهي تكيه شرايط و محدود طول با

اي را اي ضخيم با وجود تورق بين لايهآزاد تير كامپوزيتي لايه ارتعاش ]17[رگرنوين و همكاران كا. است شده
اند. اين روش بسيار مناسب هاي لژاندر مزدوج با ضرائب لاگرانژ مورد بررسي قرار دادهايبا بكار بردن چندجمله

ارتعاشات آزاد  ]18[جعفري و همكاران  .پيشنهاد شده است شرايط مرزي مختلفبراي تيرهاي ضخيم و در 
با بكاربردن تئوري مرتبه اول برشي با استفاده از نوشتن  راتيرهاي كامپوزيتي ضخيم با شرايط مرزي عمومي 

ها همچنين تحليلي آن ندر بصورت نيمه تحليل بررسي كردند.هاي لژاايدرجات آزادي در قالب چند جمله
انجام دادند و  ،دوران كننده كامپوزيتي كه در انتهايشان جرم متمركز قرار داشت براي تيرهاي ضخيم مشابه را
   .]19[هاي طبيعي مجموعه را بر حسب جرم متمركز محاسبه كردند فركانس
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در زمينه آناليز ديناميكي و ارتعاشي ميكروتيرها، اخيرا سينگ و همكاران با استفاده از تئوري گراديان كرنش 
تعميم يافته و زوج تنش اصلاح شده، معادلات پاسخ ديناميكي و فركانسي ميكروتير مدل اويلربرنولي را براي 

قايش با در نظر گرفتن  . ]20[پاسخ داده اند  شرايط مرزي مختلف با استفاده از تكنيك عددي تربيع ديفرانسيل
ي يك ميكرو تير مدرج تابعي با كرنش هاي غيرخطي و بكار بردن ساختار ويسكوالاستيك مدل كلوين وويت برا

تئوري زوج تنش اصلاح شده، پاسخ ديناميكي آن را تحت تاثير نيروي هارمونيك براي مقادير مختلف پارامتر 
فانك و همكاران . ]21[انديس تواني، فركانس تحريك، پارامتر مقياس اندازه و نسبت ميرائي تير بررسي كردند 

مدل تحليلي سه بعدي را براي بررسي مشخصه هاي ارتعاشي و ديناميكي ميكروتير مدرج تابعي دوران كننده 
 ارائه دادند و تاثير پارامتر مقياس اندازه را بر فركانس هاي طبيعي و پاسخ ديناميكي ميكروتير بررسي كردند

هاي وو و همكاران پاسخ ارتعاشات اجباري ميكرو تيرهاي كامپوزيتي مدرج تابعي و تقويت شده با نانوورق .]22[
گرافني را با استفاده از تئوري گراديان كرنش اصلاح شده و بوسيله ميدان جايجائي مرتبه بالاي برشي با تكنيك 

. شنگ و همكاران پاسخ ديناميك غيرخطي ]23[عددي تربيع ديفرانسيلي مورد مطالعه قرار داده اند 
ميكروتيرهاي مدرج تابعي ويسكوالاستيك را با مدل اويلربرنولي و با استفاده از تئوري زوج تنش اصلاح شده 
به كمك روش حل عددي در شرايط مرزي مختلف ارائه دادند، آنها نتيجه گرفتند كه مقدار پارامتر مقياس 

     . ]24[دارد  ييثير بسزايك يا آشوبناك بودن نوع حركت تير تأوناندازه و شرايط مرزي بر هارم
هاي مدرج تابعي را تحت اثر ارتعاشات آزاد و اجباري ميكرو تيرهاي كامپويتي با رويه اًعارفي و همكاران اخير 

هاي غيرخطي ون كارمن و با استفاده از تئوري گراديان حركت يك جرم با سرعت ثابت با درنظر گرفتن كرنش
هاي پاسخ ي منحنيهاي زمانكرنش مورد مطالعه تحليلي قرار دادند و با استفاده از روش اغتشاشاتي مقياس

اين حوزه، جاي خالي انجام تحليل ارتعاشي منابع منتشر شده با توجه به  . ]25[فركانسي تير را ارائه كرده اند 
و پاسخ ديناميكي بر روي ميكرو تير مدرج تابعي تحت اثر نيروي متحرك در شرايط مرزي عمومي، با استفاده 

پاسخ ميكرو تير تحت  ،در اين پژوهش بر اساس مدل تير تيموشنكو از مدل تيموشنكو كاملاً محسوس است.
   .شده است يبررس تئوري كوپل تنش اصلاح شده استفاده از با متحرك جرمتأثير 

  
   تنش زوج اصلاح شده ياستفاده از تئور حاكم بامعادلات  -2

را  V، چگالي انرژي كرنشي جسم الاستيك خطي همگن تغيير شكل يافته كه حجم ]26[يانگ و همكاران
  شود را معرفي كردند:كند و بصورت زير نوشته مياشغال مي

)1(  1
2

, , 1,2,3  

به ترتيب اجزاي تانسور تنش، تانسور كرنش، بخش انحرافي تانسور زوج تنش و تانسور  و  ،  ، كه
  :]27[شود تانسور انحناي متقارن و كرنش بصورت زير تعريف مي انحناي متقارن هستند.

)2(  
1
2 , ,  

1
2 , ,  
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روابط ساختاري به اين صورت بردار دوران هستند.  يهامؤلفه  هستند و جابجايي بردار يهامؤلفه كه 
  شود:بيان مي

)3(  2

2  
 و	باشد، اثر زوج تنش مي  دهندهپارامتر مقياس اندازه طول ماده است كه نشان  دلتاي كرونكر است.  كه
مفروض است. براي تجزيه   خامت ، و ضd، قطر Lر  با طول يكروتي، مريز مطابق شكل ثوابت لامه هستند. 

ك ير حامل يكروتيشود. علاوه بر اين، متحليل ديناميكي چنين تيري، از تئوري تير تيموشنكو استفاده مي
جرم  .]27[فرض كرد   يك بار متحرك به بزرگيرا بصورت  توان آنيكروجرم متحرك است كه ميم

  كند. در جهت محور تير حركت مي متحرك از انتهاي سمت چپ به انتهاي سمت راست با سرعت ثابت 
) 4بر اساس رابطه ( توانديم بارگيري از پس تيموشنكو تير مدل اساس بر جابجايي ميدان ي اصليهامؤلفه

  نوشته شود.

 )4(  
, ̂, , ̂ ,  

, ̂, , 0 

̂ , ̂ , , ,  

,xكه  t است نقطه عرضي شكل تغييرx, زاويه چرخش سطح كه  ,در محور مركزي است،  0,0
  گونه بيان كرد:توان اينزمان است. انرژي جنبشي تير را مي tو مقطع 

)5(  1
2 , , x  

   مساحت سطح مقطع است. Aممان دوم سطح مقطع تير است و  Iچگالي جرم تير است،  كه 
  
  

  

  
  شماتيكي از ميكرو تير با سطح مقطع دايروي تحت اثر جرم متحرك با سرعت ثابت -1 شكل
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  آيند: بدست زير صورت به تواننديم صفر غير كرنش تانسور اجزاي
)6(  ̂ , ,	 ̂

1
2 ,  

  :توان نوشتميچنين، هم

)7(  θ θ 0, θ
1
2
ψ w,  

  گردد:به صورت زير حاصل ميتانسور انحنا ، 2در معادله   7 معادله يگزينيجابا 
)8(  1

4 , , , ̂ ̂ ̂ ̂ 0  

  آيد:زير بدست مي با استفاده از معادلات فوق انرژي پتانسيل ميكروتير به صورت
)9(  1

2 , , 4 ,  

خارجي حاصل از جرم متحرك روي  نيروي توسط شده انجام است. كار يبرش تنش فاكتور تصحيح k كه
  شود: نوشته گونهاين توانديم ميكرو تير

)10(  ,  

 شوند هميلتون مشتق اصول از تواننديم مرزي شرايط و حاكم معادلات بع دلتا ديراك است.تا  در اين رابطه
  شوند:مي بيان كه به اين صورت

)11(  δ T U W dt 0  

ي معادلات تعادل سيستم شامل ميكروتير تيموشنكو مدرج تابعي تحت استفاده از اصل هميلتون، فرم نهايبا 
  م متحرك عبارتست از:اثر جر

)12(  
4

0		 

4
0	 

، ممان اينرسي جرم معادل دوم سطح مقطع ، چگالي معادل سطح مقطع12 ي تعادلهامعادلهدر 
براي ميكروتير  و مدول برشي معادل سطح مقطع   معادل سطح مقطع  ، سختي خمشي

در  ]28[در معادلات فوق اگر اثر جرم متحرك را ناديده بگيريم، به همان روابط مرجع مدرج تابعي هستند. 
   يك ميكرو تير تيموشنكو خواهيم رسيد. مورد ارتعاش آزاد

از اصل هميلتون براي دو سر ميكرو تير مدل تيموشنكو، براي سه حالت تكيه  آمدهعلاوه بر اين روابط بدست 
  گاه ساده، گيردار و آزاد، به قرار زير هستند:
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)13(  
:		 0; 0; 0 

:		 0; 0; 0 

:		 0; 0; 0 
  كه در آن :

)14(  
4

0  

4
0				 

4
0  

يك خاصيت مكانيكي يا هندسي از ماده مدرج تابعي باشد  Pبر اساس مدل ميكرو مكانيكي موري تاناكا، اگر 
تشكيل شده و زير  1 سراميكي كاملاًاز جنس  كاملاًبالاي تير  كهيبطور(ساخته شده است  2و  1كه از دو فاز 

تغييرات اين خاصيت در راستاي ضخامت تير بر  گاهآن ساخته شده است). 2فلزي  كاملاًتير كاملاً از جنس 
  :]29[ شوديمبا استفاده از رابطه زير بيان  2و  1حسب كسر حجمي هر كدام از فازهاي 

)15(  
1 1 1

3 3

 

نيز به ترتيب كسر  و 	، ضريب پواسون براي هر دو جنس است كه ثابت فرض شده است،در رابطه فوق 
ج تابعي، كسر حجمي از قانون برابر واحد است. اگر در ماده مدر شانمجموعهستند كه  2و  1حجمي ماده 

  ماده مدرج تابعي برابر است با: تواني تبعيت كند، كسر حجمي بر حسب انديس تواني 

)16(  
0.5  

1 0.5  

  
  روش حل معادلات حركت -3

مودال استفاده خواهد شد. در ابتدا براي حل معادلات ديفرانسيل بدست آمده براي سيستم، از روش گسترش 
ي طبيعي (مقادير ويژه سيستم) و شكل مودهاي نظير آنها (بردارهاي ويژه) محاسبه شوند. هافركانسبايد 

سپس در مرحله نهايي محاسبات، بر اساس همين روش و با استفاده از مقادير و بردارهاي ويژه سيستم، پاسخ 
ي طبيعي و شكل مودهاي هافركانسحل پيشنهادي براي بدست آوردن روش  ديناميكي تير بدست خواهد آمد.

ي هاياجملهيي تشكيل شده از چند هايسري ميكرو تير در قالب ي ميدان جابجايهالفهؤمارتعاش آزاد با بيان 
ي و ضرائب لاگرانژ، براي يافتن پاسخ ضرايب نامعين جابجاي له نسبت بهو كمينه كردن تابع هدف مسأ لژاندر

ددي متناسب با شرايط مرزي، ارائه شده است. اطلاعات محاسبه شده در مورد مقادير ويژه سيستم با روش ع
 .شوندبسط مودال براي بدست آوردن پاسخ ديناميكي آن گسترش داده مي
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  ل ارتعاشات آزاديتحل -1-3
قدار مرزي بسيار با استفاده همزمان و تركيب كردن روش پاسخ سري و روش ضرايب لاگرانژ، در حل مسائل م

اهميت است. براي به كار بردن چنين روشي در اين قسمت، از توابع لژاندر به عنوان توابع مكاني استفاده شده 
  ي روابط خواهند شد.سازسادهي لژاندر باعث هاياچندجملهخواص  زيرا ،است

  فرم زير در نظر گرفت: پاسخ هارمونيك مسأله را به توانيمبا استفاده از روش جداسازي متغيرها، 

)17(  ,

, Ψ  

و چرخش خمشي سطح   مودهاي ارتعاشي جابجايي عرضي فركانس طبيعي سيستم بوده، كه در آن 
ي هاياچندجملهدر قالب  توانيمي را ابجايه در بالا اشاره شد، توابع جك طورهمان هستند.  Ψمقطع تير 

  : ]18[نمايش داد  )18( لژاندر به صورت رابطه

)18(  
 

Ψ Ψ  

مختصات  نيز ضرايب مجهول هستند. در معادله بالا،  و Ψن ي، همچني لژاندر بودهاجملهيك چند  
برابر است  آن با مختصات اوليه و اصلي سيستم رابطه محوري جديد و كمكي مسأله براي ساده نويسي بوده و

1، در نتيجه براي طول تير مختصه كمكي همواره در محدوده با:  x   است.  1
براي توسعه روابط مناسب براي تحليل مسأله، ابتدا يك تابع هدف كه شامل انرژي جنبشي و پتانسيل     

ي مجهول جابجايي سيستم و همچنين هامؤلفه. در ادامه اين تابع بايد نسبت به شوديمسيستم است توصيف 
  :]18[له عبارتست از فرم كلي تابع هدف مورد نظر مسأ اكسترمم شود. 1ضرايب لاگرانژ 

)19(  
.  

موجود  يهر شرط مرز يمعادله شرط مرزي هستند (سه معادله برا 6ها ضرايب لاگرانژ مربوط به  	كه در آن،
) و انرژي )5( روابط انرژي جنبشي (رابطه در 18ي مفروض رابطه هايسري گذاريجابا  تاًينها ر).يك سر تيدر 

  فرم باز شده انرژي جنبشي و كرنشي سيستم را نوشت. تواني)، م)9( ابطهكرنشي سيستم (ر
  :]18[شرايط لازم براي وجود اكسترمم عبارتست از  

)20(  
0 , 0,1,2,… ,  

0	, 0,1, … , 6  

                                                                                                                                                                                          
1 Lagrange multipliers 
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ي براي تحليل ارتعاشات آزاد سيستم به دست معادله مقدار ويژه نهاي ،)20( در معادله )19(ي معادله گذاريجابا 
  :آمدخواهد 

)21(  
0

0
0 0

0
0

 

ب يز به ترتين  و  يس هايدارد. ماتر ير بستگيكرو تيم يط مرزيفقط به شرا   سيدر آن ماتر كه
  است: )22رابطه (بصورت  از طرفي فرم كلي بردار ستم هستند.يس ينرسيو ا يسخت يهالفهوابسته به مؤ

)22(  , , … , , , , … ,  

2شامل  كه بردار   شامل شش درايه است. درايه و بردار 1
  

  يكيناميل پاسخ ديتحل -2-3
، كه در اين راه از مقادير ويژه و توابع شوديماستفاده  1براي ارائه پاسخ ديناميكي سيستم از روش بسط مودال

با در نظر گرفتن توابع ويژه زماني يكسان  . لذاشوديماستفاده  ،اندشدهويژه تير كه در قسمت قبلي بررسي 
ي به صورت زير سري مقطع تير تيموشنكو، پاسخ ديناميكي را در قالب بسط هاچرخشو  هاييجابجابراي 

  نوشت:

)23(  
,  

,  

ظر گرفته شده براي نيز تعداد مودهاي درن و  مودهاي ارتعاشي مفروض هستند و كه در آن
در معادلات ) 23ي رابطه (گذاريجانيز مختصات مودال زماني است. با   له است. تابع افزايش دقت مسأ

  نوشت: توانيم، 0انرزي پتانسيل و كار نيروهاي خارجي ،انرژي جنبشي

)24(  

1
2 , ,  

1
2

										 

 

  :]30[روابط تعادل ديناميكي سيستم به قرار زير هستند  آوردنژ براي بدست معادلات لاگران
                                                                                                                                                                                          
1 Modal Expansion 
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)25(  
,

1,2, … ,  

شكل نهائي  توانيمعبارات بدست آمده براي جرم، سختي و نيروي خارجي، در معادلات لاگرانژ  جايگذاريبا 
  ستم را به فرم زير نوشت:معادلات سي

)26(  1,2, … ,  

  فرم ماتريسي معادلات فوق نيز عبارتند از:
)27(   

هستند. براي حل دستگاه معادله ديفرانسيل  قارن و مربعي با ابعاد ي متهاسيماتر و يهاسيماتر
  استفاده كرد. 1ميانگين شتاب الگوريتم نيومارك يتوان از روش عدديدوم، م ماتريسي زماني از مرتبه

  
  اعتبارسنجي نتايج -4
  اعتبارسنجي نتايج فركانس ارتعاشات آزاد -4-1

/ با مشخصات  CCانس طبيعي ميكروتير ي نتايج فركبراي بررسي نحوه همگراي /و  10 نتايج  ،	2

  Nاز  به عنوان تابعي )1(ي ارتعاش در جدول مربوط به پنج مود ابتداي  /فركانس بي بعد 

	1220و  	1.44ارائه شده اند، كه در آن  استفاده) مورد (تعداد جملات لژاندر /   هستند. 3

  

    Nميكروتير تيموشنكو براي پنج مود ابتدائي ارتعاش آن به عنوان تابعي از  Ω	بعد ي فركانس بييبررسي همگرا -1جدول 

N عدد مود 10 N 15 N 20 

1  7301/0  7298/0  7297/0 

2  1131/2  1126/2  1126/2 

3  2833/4  2819/4  2818/4 

4  2471/7  2236/7  2235/7 

5  8826/10 8184/10 8182/10 
  

                                                                                                                                                                                          
1 Average acceleration method of Newmark 
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مطابق نتايج براي رسيدن به  .مناسب و سريع فركانس اين مودهاي ارتعاشي را نشان داده اند ييهمگرا، نتايج
Nي تا چهار رقم اعشار، همگراي براي بررسي صحت  كند.كفايت مي چندجمله اي لژاندر) 15(تعداد   15

 فرضبراي شرايط مرزي مختلف با     همگن نتايج ارتعاشات آزاد، فركانس طبيعي بي بعد تير
سطح مقطع تير بصورت مستطيلي با ارتفاع ه شده است. ارائ )،2(جدول  درمقايسه شده و  ]31[با مقاله  0
h و عرض b  است وL 10h باشد و نتايج با تقريب ميN   .اندآمدهجمله از توابع لژاندر بدست  15
  
  يكينامياعتبارسنجي نتايج پاسخ د -4-2

كي مركز تير در تير عبارت از نسبت بيشينه تغيير شكل دينامي 1در نتايج اين قسمت، نسبت پاسخ ديناميكي
  رابطه زير معرفي شده است: با به بيشينه تغيير شكل استاتيكي آن است كه

)28(  	  

 باشد نيز fبزرگي  ي بهانقطهدر رابطه فوق، بيشينه تغييرشكل استاتيكي تير مدل اويلر برنولي كه تحت اثر بار 
  ارائه شده است. ]32[ روابط آن منبع تابع نوع شرط مرزي تير بوده و

ست كه با عبارت       سرعت بي بعد جرم ا شود،  پارامتر مهم ديگري كه در مورد بار يا جرم متحرك بايد معرفي 
فركانس تشديد    ( ديآيمبا استفاده از رابطه زير بدست    ]27[بيان شده و مطابق منابع   2پارامتر سرعت نيز 

  مود پايه و اصلي ميكروتير است):
)29(  	

/
 

  تير با مقالات مرجع در شرايط مرزي مختلف و مودهاي ارتعاشي متفاوت بي بعد  مقايسه فركانس طبيعي -2جدول 

  شرط مرزي تير
  روش حل

  شماره 
 شكل مود

CF SS  CC 

 ]31[مقاله  5795/4 1156/3 8677/1
  اول

  حاضرروش 5791/4 1149/3 8654/1

 ]31[مقاله  3312/7 0906/6 5724/4
  دوم

 روش حاضر 3307/7 0902/6 5702/4

  

                                                                                                                                                                                          
1 Dynamic Response Ratio 
2 Velocity Parameter 



  1399نشرية مهندسي مكانيك ايران                                     سال بيست و دوم، شماره سوم، پاييز                                     152
  

 براي مقادير مختلف پارامتر سرعت، مقدار نسبت پاسخ ديناميكي براي يك تير همگن اويلربرنولي )،3(در جدول

SS   وبا سطح مقطع دايروي از تئوري كلاسيك / با پژوهش حاضر، مقايسه و   ]27[از مقاله  20
Mعداد مودهاي تأثيرگذار پاسخ ديناميكي، اعتبارسنجي شده است. ت از مقايسه  شده است. گرفتهدر نظر  	7

متوجه انطباق بسيار خوب نتايج هستيم. همچنين نتايج حل عددي حاضر نسبت به نتايج تحليلي مرجع  ،نتايج
  برنولي نسبت به تيموشنكو است. بيش از مقدار تخميني هستند كه دليل آن صلبيت بيشتر مدل اويلر ]27[
  
  ج يح نتايتشر -5

  مطابق است با: آلومينا ي مكانيكي ميكروتير مدرج تابعي از جنس آلومنيوم /هامشخصهدر اين بخش، 
2700 	, 	70و   3800 	, در ادامه تأثير پارامترهاي مختلفي . 	380

همچون نسبت ضخامت به قطر، نسبت طول به قطر تير، پارامتر مقياس اندازه، انديس ماده مدرج تواني و 
  بر فركانس طبيعي بي بعد و پاسخ ديناميكي بررسي خواهد شد.شرايط مرزي 

  
  ارتعاش آزاد مربوط به جيح نتايتشر -1-5

م رس SS  تيرميكرو  /فركانس بي بعد سه مود ابتدايي ميكروتيرمدرج بر حسب نسبت  )2(شكل  در نمودار
/،  	17.6با فرض ثابت بودن  هايورودشده است. ساير  4  ،/ هستند.  4و   10

 برابرو در اين حالت  با  حلقوي تابع شعاع داخلي و خارجي است ضريب تصحيح تنش برشي براي سطح مقطع
با افزايش قطر، فركانس بصورت غيرخطي كم  )2(مطابق شكل  .]33[ درنظرگرفته شده است 0.62 با
همه مودها  به سمت فركانس بي بعد تير  فركانسيك مقدار به بعد  از d/l . همچنين با افزايش نسبتشوديم

تير با شرايط تكيه گاهي مختلف بر  /تأثير نسبت  )،4(در جدول  .كنديمتيموشنكوي كلاسيك ميل 
/فركانس بي بعد دو مود ابتدايي ميكرو تير ارائه شده است. نسبت  با افزايش  فرض شده است. فركانس 2

هاي بزرگ، نتايج مدل كنند كه نهايتاً براي نسبت، ابتدا به ميزان زيادي كاهش پيدا مي/تدريجي نسبت 
شكل ناشي از برش در سطح مقطع  ، تغيير/براي مقادير بزرگ  كند.به مدل اويلر برنولي ميل ميتيموشنكو 

. اما براي مقادير كنديمنازك را برآورد  است و مدل تير اويلر برنولي بخوبي فركانس طبيعي تير نظرصرفقابل 
  يادي دارند. ، نتايج مدل تير تيموشنكو با نتايج اويلر برنولي تفاوت ز/كوچك 

  
  ي سرعت مختلفپارامترهار د ]27[ي نتايج پاسخ ديناميكي تحقيق حاضر با مقاله مرجع سنجصحتمقايسه و  -3جدول

  پارامتر سرعت
  نوع روش

1  5/0  25/0  1/0  
 )]27[تئوري (مقاله  0962/1 2575/1 7045/1 5481/1
  عددي (حاضر) 1012/1 2608/1 7065/1 5494/1
  خطاي نسبي %  51/0  26/0  12/0  08/0
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 مقياس اندازه  برحسب نسبت قطر به پارامتر ssتغييرات فركانس طبيعي بي بعد ميكروتير با شرايط مرزي  -2شكل

  ت طول به قطر آن براي چهار شرط مرزي مختلففركانس بي بعدشده مود اول ميكروتير تيموشنكو برحسب نسب -4جدول

 نسبت   نوع شرط مرزي ميكروتير
/   CF  SS  CS  CC  

305/0 477/0 792/0 311/1 5  

161/0 271/0 472/0 751/0 10  

108/0 175/0 319/0 524/0 15  

089/0 141/0 244/0 384/0 20  

063/0 117/0 198/0 297/0 25  

054/0 095/0 168/0 262/0 30  

045/0 084/0 137/0 227/0 35  

036/0 073/0 122/0 209/0 40  
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در شرايط مرزي  LEP، منحني تغييرات فركانس بي بعد مود اول تير برحسب پارامتر )3(در نمودار شكل 
و  	176متغير است كه  	17.6  مختلف ارائه شده است. اين پارامتر مطابق رابطه

ت، ضخامت ميكروتير و انديس ماده مدرج تابعي سازنده آن نيز برابر با مقادير آورده شده در نتايج اس  10
  قبلي هستند.  

  
  منحني تغييرات فركانس طبيعي مود پايه ميكروتير برحسب بزرگي پارامتر مقياس طولي آن  -3شكل

  در شرايط مرزي مختلف

  
  تير مدرج تابعي برحسب پارامتر انديس تواني  ه ارتعاشنس طبيعي بي بعد مود پايتغييرات فركا -4شكل

  شرايط مرزي مختلف در
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نكته مشترك تمام منحني ها روند صعودي فركانس طبيعي براي شرايط مرزي مختلف است. از طرفي بيشترين 
ر سرگيرداو كمترين آن مربوط به حالت يك SS، بعد از آن CS، سپس CCفركانس مربوط به حالت دوسرگيردار 

CF تر بودن شرط مرزي گيردار نسبت به ساده و بيشترين انعطاف و نرمي مربوط است. علت اين امر نيز سخت
مقياس اندازه طولي ميكرو تير  تر شدن پارامتربه شرط مرزي آزاد است. علاوه بر اين مشخص است كه با بزرگ

تأثير پارامتر انديس بر  )،4(در شكل است. تر شده و فركانس نيز افزايش يافته در ابعاد ثابت نيز، سازه صلب
ه تغييرات فركانس بي بعد مود اول ارتعاش آزاد ميكروتير مدرج تابعي در شرايط مرزي مختلف نمايش داده شد

d/lدر اين بخش نيز  مشخصات تير. است 2، d/th 4 ،L/d هستند. با افزايش انديس تواني ماده  10
  تر شده و فركانسش كاهش يافته است. رم(افزايش كسرحجمي فاز فلزي)، تير ن

  
  يكيناميج مربوط به پاسخ ديح نتايتشر -2-5

d/thنمودار نسبت پاسخ ديناميكي تير با پارامترهاي  )،5(در شكل  4 ،L/d p و 10 بر حسب   2
ني ترسيم شده است. فرم كلي هر منح SS در ميكرو تير پارامتر سرعت جرم براي سه مقدار مختلف نسبت 

داراي يك قسمت اكيداً صعودي با شيب قابل توجه، سپس يك نقطه بيشينه نسبي و مطلق و نهايتاً يك  نمودار
تر از قبل است. به عبارتي ديگر در يك ناحيه اوليه از محور افقي با افزايش قسمت اكيداً نزولي با شيب ملايم

تر سرعت افزايش داشته است)، نسبت سرعت جرم متحرك (چون با ثابت ماندن فركانس نوسانات، پارام
 شودميناميده  بي بعد سرعت مشخص كه سرعت بحرانيپارامتريابد، در يك تغييرشكل ديناميكي افزايش مي

، اين نسبت تغييرمكان ديناميكي متناظر با موقعيت افقي نقطه اي است كه منحني داراي اكسترمم نسبي است و
سرعت جرم منجر به كاهش پاسخ  پارامتر شود كه افزايشاي ميرد ناحيهرسد و پس از آن وابه بيشينه خود مي

شكل ديناميكي محاسبه شده براي ميكروتير تيموشنكو در تئوري كلاسيك همواره  تغييرشود.  ديناميكي مي
هاي سرعت بزرگتر از مقداري است كه تئوري كوپل تنش پيش بيني كرده است. علاوه براين براي تمام پارامتر

ثير پارامتر مقياس اندازه در افزايش سختي و كاهش ، تأميكروتير افزايش پيدا كند 	l/dرم، هر چه پارامترج
 68/0انعطاف پذيري سازه بيشتر است. از طرفي سرعت بحراني بي بعد براي همه نمودارها تقريباً مساوي و برابر 

در طول ثابت، سرعت بحراني جرم  شود،گتر مياست، اما چون فركانس تير با افزايش پارامتر مقياس اندازه بزر
شكل ديناميكي  تغييرات نسبت بيشينه تغيير )،6(در شكل  با افزايش پارامتر مقياس اندازه بزرگتر شده است.

/هاي مختلف ميكروتير تحت اثر جرم متحرك براي نسبت CCتير  مركز /با احتساب  	 ارائه شده  2
سرعت  مقدار عددي نسبت پاسخ ديناميكي براي تمامي مقادير پارامتر گتر شوديزر /است. هر چه نسبت 

. علاوه بر اين سرعت بحراني بي بعد هر سه منحني تقريباً برابر است، اما چون ابدييمجرم متحرك كاهش 
كند، سرعت بحراني جرم متحرك براي نسبت به شدت كاهش پيدا مي /فركانس طبيعي با افزايش نسبت 

منحني تغييرات نسبت بيشينه پاسخ ديناميكي  )،7(در شكل بزرگتر نيز عدد به مراتب كمتري خواهد بود.  /
/برحسب پارامتر سرعت متحرك براي مقادير مختلف انديس تواني ماده با نسبت  CCتير  ارائه شده  2

ير و بيشتر شدن نسبت پاسخ پذيري ت است. افزايش انديس تواني ماده مدرج تابعي باعث افزايش انعطاف
شود؛ از طرفي چون پارامتر سرعت بحراني براي همه منحني ها تقريبا مقدار برابري است، ميديناميكي آن 

  گر كاهش بار بحراني جرم متحرك نيز هست.دليل افزايش انديس تواني بيانه كاهش فركانس طبيعي تير ب
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برحسب پارامتر سرعت جرم متحرك  SSي ميكروتير با شرط مرزي مقايسه منحني تغييرات نسبت پاسخ ديناميك -5شكل
  براي مقادير مختلف نسبت پارامتر مقياس اندازه به قطر آن

  
  

  
  برحسب پارامتر سرعت جرم متحرك  CCمقايسه منحني تغييرات نسبت پاسخ ديناميكي ميكروتير  -6شكل

  براي مقادير مختلف نسبت طول به قطر ميكروتير
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  سه منحني تغييرات نسبت پاسخ ديناميكي ميكروتير با شرايط مرزي دوسرگيردار برحسب پارامتر سرعت مقاي -7شكل

  جرم متحرك براي مقادير مختلف پارامتر انديس تواني ماده
  

  

  پاسخ گذراي زماني مركز ميكروتير با شرط مرزي دوسرگيردار براي مقادير مختلف پارامتر مقياس اندازه آن -8شكل
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  پاسخ زماني گذراي مركز ميكروتير با شرط مرزي دوسر ساده براي مقادير مختلف پارامتر مقياس اندازه -9لشك

  
   سر آزادو يك رداريسرگكپاسخ زماني گذراي مركز ميكروتير با شرط مرزي ي -10شكل 

  براي مقادير مختلف پارامتر مقياس طولي
 

پارامتر زمان بي بعد شده براي شروط مرزي مختلف در مقادير برحسب  در ادامه بيشينه پاسخ زماني ميكروتير
d/thبا مشخصات مختلف مقياس اندازه طولي ميكروتير  4 ،L/d 10، p / و 1 ترسيم شده  2

  .است پارامتر زمان بي بعد شده است كه برابر با مقدار   گرانيبدر اين بخش محور افقي  .است
 اندازه مقياس پارامتر مختلف مقادير براي و مرزي شرايط در تيرمركز ميكرو ديناميكي اسخ، پقبلي شكل سهدر 
همواره افزايش پارامتر طولي منجر به افزايش سختي شده و بيشينه  .است داده نشان بعد بي زمان حسب بر را

شكل مركز  نه تغييريشيب ينسبكاهش  پارامتر مقياس، يبرابر 4ش يافزابا  كاهش داده است.را شكل  تغيير
 تغييربيشترين و كمترين  .بوده است %16و  %35 % ، 53ب يبه ترت CFو  CC ،SSميكروتير با شرط مرزي 
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 قيودهر چه شرايط مرزي تير سختي و همچنين  است. بوده CF و CC شرايط مرزيبراي به ترتيب  شكل تير
ا بيشينه تغيير شكل از تكيه گاه سمت حركتي بيشتري داشته است، موقعيت مكاني جرم متحرك متناظر ب

، افزايش پارامتر مقياس اندازه CFبجز شرط مرزي  راست فاصله گرفته و به مركز تير نزديكتر شده است.
  .موقعيت مكاني متناظر با بيشينه تغيير مكان به سمت مركز تير ميل كند تا است ميكروتير، منجر شده

  
 يريجه گينت -6

استفاده از تئوري كوپل تنش  متحرك با جرمتحت اثر  يميكروتير مدرج تابع يكيامنيپاسخ د مقالهدر اين 
از قبيل مقياس طول ميكروتير، نسبت  يمختلف يپارامترهار يقرار گرفته است و تاث ياصلاح شده مورد بررس

 ،شده است يج بررسيتواني بر نتا متحرك و انديسول ميكروتير، شرايط مرزي، سرعت جرم ضخامت به ط
  :مهمترين نتايج عبارتند از 

  نتايج حاصل از مدل تيراويلر برنولي براي تغييرشكل ديناميكي همواره از نتايج اين تحقيق كه با تئوري
 تير تيموشنكو انجام شده است كمتر است كه دليل آن صلبيت بيشتر تير مدل اويلربرنولي است.

  هاي كنند و نهايتاً براي نسبتش پيدا ميهاي طبيعي كاهفركانس ،/با افزايش تدريجي نسبت
زرگتر ب /هر چه نسبت  .كندايج مدل اويلر برنولي ميل مي، نتايج مدل تيموشنكو به نت/بزرگ 

. همچنين با ابدييمشود از مقدار عددي نسبت بيشينه پاسخ ديناميكي به پاسخ استاتيكي كاهش 
 .ابدييمجرم متحرك كاهش ، سرعت بحراني براي /افزايش پارامتر 

 مي يابدنيز افزايش  فرض شده و فركانس تربا افزايش پارامترمقياس اندازه طولي ميكروتير، سازه صلب. 
  .كنديمبه سمت فركانس تير تيموشنكوي كلاسيك ميل  همه مودها فركانس /با افزايش نسبت 

 و فركانس نيز بصورت غيرخطي كاهش يافته  تر شده، تير نرممدرج تابعي با افزايش انديس تواني ماده
  شود.مي كمترتغيير انديس تواني به  فركانس تير ت يحساس ،باشد بيشترباست. هرچه انديس تواني 

 شكل ديناميكي محاسبه شده براي ميكروتير در تئوري كلاسيك همواره بزرگتر از مقداري است  تغيير
مقدار پيش بيني شده براي سرعت بحراني  وه برعلا .شوديم ينيش بيپكه تئوري گراديان كرنش 

 تر است.جرم متحرك در تئوري زوج تنش از تئوري كلاسيك همواره بزرگ

 مكان  افزايش پارامتر مقياس اندازه طولي ميكروتير منجر به افزايش سفتي تير شده و بيشينه تغيير
بطوريكه بستگي دارد،  وتيرو جنس ميكر را كاهش داده است. ميزان اين كاهش به شرايط مرزي آن

داشته باشد، تأثير پارامتر مقياس  يميكروتير انعطاف پذيري كمتر و جنس ماده هرچه شرايط مرزي
 بيشتر است. پاسخ گذراطولي در كاهش 
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  يسيانگل ينمادها فهرست
 انديس تواني ماده مدرج 
 ميزان انحراف در تانسور زوج تنش 
 تانسور انحناي متقارن 
 ي بردار جابجائيهامؤلفه 
 طولي مختصات مؤلفه 
 طولي بي بعد مؤلفه 
 )m( شكل عرضي تير تغيير 
 زاويه چرخش سطح مقطع تير 

 )m( ض تيرعر
 پارامتر مقياس اندازه ميكرو تير

 )GPaمدول الاستيك ( 
 )m( ضخامت تير

 )m( طول تير
 )m(قطر تير 

 mي لژاندر مرتبهاجملهچند  

 /سرعت جرم متحرك 
 ي بردار دورانهامؤلفه 
 مدول برشي 
 شكل مود ارتعاشي 
 فركانس ارتعاش 
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Abstract 
 
In this paper, numerical solution procedures are proposed for dynamic response of a 
functionally graded (FG) micro beam under action of a moving micro mass based on the 
modified couple stress theory (MCST) within the framework of Timoshenko beam theory for 
various boundary conditions. The governing equation and the related boundary conditions are 
derived by using Hamilton’s principle. Then the proposed solution for obtaining the natural 
frequencies and mode shapes of free vibration are presented by expressing the micro beam 
displacement fields in terms of the series of Legendre polynomials to find the numerical 
solution regardless of boundary conditions. Likewise, the computed eigenvalue of the system 
is developed in the modal expansion method to obtain the dynamic response. For validation 
purposes, the free vibration frequencies of the micro beam and the dynamic responses using the 
Timoshenko beam theory are compared with previously published studies and very good 
agreements have been observed. Furthermore, more numerical results for natural frequencies 
and dynamic deflection of the beam are presented and the effects of some parameters, such as 
material length scale parameter, thickness to length ratio of micro beam, boundary condition, 
the velocity of the moving load and the FG material power index are examined. 


