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بررسی اثر حفره و ترک بر پاسخ دینامیکی نیم لایه  

مواد   با  شده  تقویت  همگن  غیر  ارتوتروپیک 

 پیزوالکتریک 

که با    رهمگنيغ  ک يارتوتروپ  ه یلا  ک یدر    ي کينامیتنش الاستود  ل يمقاله، تحل  ن یدر ا

  ف يترک تضع  ن یحفره و چند   کیواسطه    و به   ت یتقو  ک یزوالکتر ياز جنس پ  یاهیلا

  ط يو خارج از صفحه بوده و مح  ي کينامیصورت دبه   یشده است. بارگذار  ي شده، بررس 

از روش    هايوستگ ياثر ناپ  لي تحل  یبراشده است.    یسازمدل  يخط  کيصورت الاستبه 

ترک و حفره    ی دارا  یهاط ي مح  ي مؤثر در بررس   يولترا استفاده شده که روش   ئينابجا

مبه  نابجا  ابتدا،  . روديشمار  شرا  ئيپاسخ  اعمال  حاکم،  معادله  حل  و    ی مرز  ط یبا 

بخش    ن یدست آمده است. ابه   رهمگنيغ  ط يدر مح  ه یفور  ل یو استفاده از تبد   يوستگ يپ

ناهمگن  ليدلبه  مرزها  يحضور  پ  یاه یلانيب  یو  تحل  نیترده يچياز  است.    ليمراحل 

از اصل باکنر، دستگاه    یريگاستخراج و با بهره   ئياز نابجا  يتنش ناش   دانيسپس م

  ي از نوع کوش   نيمعادلات تک  ن یها و حفره فرموله شده است. اترک   ي معادلات انتگرال

  ب یضرا  ،ئينابجا  عی دست آوردن توز. پس از بهشوند ي حل م  یصورت عددهستند و به 

  ن یتنش در اطراف حفره محاسبه شده است. ا  عی ها و توزشدت تنش در نوک ترک 

  ه یچندلا یهاسازه يمهندس  ي و طراح ي کيرفتار مکان ينيبش يدر پ  يمهم  قش ن جینتا

 .کنند ي م فایا
مواد    ،نيم لایاه ارتوتروپياک غير همگن  ،چنادین ترک و حفره  ،لاساااتودینااميکي: تحليال اواژه هاای راهنماا

  روش نابجائي ولترا ،پيزوالکتریک
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 هممقد -1
  ک يدر حوزه مکان  نیاديترک و حفره، همواره از مسائل بن  رينظ  يوستگ يناپ  یدارا  یهاط يتنش در مح  ليتحل

  ئي نابجا  ع ی توز  ک ي موجود، تکن  یهاروش   ان يبوده است. در م  یاماده   و چند   يکيمکان  یهاسازه   ي شکست و طراح

از    تواني . ترک را مشودي م  محسوب  هايوستگ يناپ  ن یا  يکيرفتار مکان  یسازمدل  یمؤثر برا  یاز ابزارها  يکی

  ي نيبش ياز اصل جمع آثار، امکان پ  یر يگدر نظر گرفت و با بهره   هائي از نابجا  یاصورت مجموعهبه   ياضیر  دگاهید

  ي نقش  ئينابجا عی چارچوب، توز نی. در اشودي شدت تنش فراهم م بیآن و محاسبه ضرا یهالبه  يحرکت نسب

را با    ط يتنش در مح  دانيم ليو امکان تحل  کند ي م  فا یا  ي جزئ  ليفرانسید  دلاتدر حل معا نیمعادل با تابع گر

تنش    ي باعث تمرکز موضع  ، يتنش کل  ع یبر توز   ري ها، علاوه بر تأثوجود حفره   ني. همچنسازدي دقت بالا فراهم م 

  ی هاتنش   ق يگسترش آن مؤثر است. محاسبه دق  ایشدت بر احتمال شروع ترک  که به   شوديها مآن   یهادر لبه 

نقطه    ينيبش يدر پ  یاکننده ن ييها، نقش تعشدت تنش در نوک ترک   بیدر اطراف حفره، در کنار ضرا  ي طيمح

مواد توسط    یدر مطالعات ساختار  بارن ينخست  ،ئيطول عمر مؤثر قطعه دارد. مفهوم نابجا  ن يو تخم  يواماندگ

و توسط    کيکلاس   تهيسيالاست  ی تئور  ارچوبدر چ  یتر ق يطور دقشد و بعدها به   یيدانشمندان علم مواد شناسا

( به V.Volterra   [1]ولترا  ر(  به همد یگرد  ف یتعر   ي اضیصورت  و حفر زمان ترک هم   ليتحل   ل، يدل  ن ي.  با    ه ها 

مواد    ده يچي رفتار پ  یسازه ي قدرتمند در شب  ی کردیعنوان روامروزه به   ، ئيحل نابجا  ري نظ  یي استفاده از ابزارها

  ق يدق  ی اريمع  ازمند يشکست ن  ک يبر اساس مکان  ي. طراحشودي شناخته م  يکينو مکا   ي کينامید   ی تحت بارها

  ی هااثرات متقابل تنش   زيو ن   یاز هندسه ترک، ابعاد قطعه، نوع بارگذار   يشدت تنش است که تابع  بیضر  رينظ

 .باشدي م اطراف حفره  يموضع

ها توسط محققان  شکست است که در طول سال  کيدر مکان  ياز مباحث اساس   يک یها  ترک   يکينام ید  ليتحل

  مه يترک ن   کی  يکينامی د  ليبار تحل   ن ينخست  یبرا  A.W. Maue  [2 ]مختلف مورد توجه قرار گرفته است.  

قرار داد و    يترک مورد بررس  ی را بر رو ک ياثر امواج تنش هارمون ی نامحدود را انجام داد. و ط يدر مح  تینهايب

  ژه یوها بهترک  يکينامید یهال يروش در تحل نیهاف بهره جست. ا-نریاز روش و دهيچيمسأله پ نیحل ا یبرا

  در   . رودي به شمار م   یمؤثر  اريابزار بس  شوند،ي اعمال م  ک يبه صورت امواج هارمون  های که بارگذار  ي طی در شرا

بررس   N. Ashbaugh   [3 ]ادامه،   پ  ي به  تحل  یترده يچي مسأله  و  با جهت    ک ی  يکي نامید  ل يپرداخت  ترک 

  ژه یوبه   قيتحق  نیبا خواص مواد متفاوت را انجام داد. ا  تینهاي ب  مهيدلخواه در مجاورت فصل مشترک دو ورق ن

  ی ن مطالعه، مسأله تحت بارگذار یاست. در ا  تيحائز اهم  یاچندماده   یهاط يها در محرفتار ترک   ل يدر تحل

  ی شدت تنش  در نوک ترک برا   بیبر سطح ترک حل شد و ضرا  کنواختی  ريغ  ي و تنش برش   کنواختیفشار  

ها  سازه   يشکست بلکه در طراح  ک يمکان  نه ينه تنها در زم  هال يتحل   ن یدست آمد. ابه   ی مختلف بارگذار  ط یشرا

  X.S. Zhang  ،یبعد   قاتي تحق  در  هستند.  یکاربرد  اريبس  ختلفم  یهای رفتار آنها تحت بارگذار  يابیو ارز

  ی اجفت ترک لبه   کی   ی محدود حاو  ي ليصفحه مستط  ک یدر    ي کينامیشدت تنش د  ب یضر  ليبه تحل   [4]

که قطعات    ی تردهيچيو پ  يواقع   ط یدر شرا  هال ينوع تحل  نیپرداخت. ا  یاخارج صفحه   يکيمکان  یتحت بارگذار

شدت تنش    بیتوانست ضرا  Zhangدارند.    ی اد یز  تيمقرار دارند، اه  یاو خارج صفحه   ي کينامید  ی تحت بارها

ا  ي کينامید در  نتا  ط یشرا  ن یرا  و  کرده  محاسبه  به   ج یخاص  آن  از  طراح  ژه یوحاصل  تحت    یهاسازه   يدر 

تحق  زين   C. Zhang   [5 ]  باشد.  یکاربرد   ده يچيپ  یهایبارگذار تحل  ق يدر  به  تنش    بیضر  لي خود  شدت 
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  ن ی پرداخت. ا  یاپاد صفحه   یاضربه   ی صفحه ناهمسانگرد تحت بارگذار  ک یترک واقع در    کی   یبرا  يکينامید

  ل ي شدت تنش داشت. تحل  ب یدر ضر  ي زمان  راتييدر مواد و تغ  یبه اثرات ناهمسانگرد  یاژه یتوجه و  ق يتحق

  ت ياهم  یاضربه   یبارگذار  ط یهمسانگرد و در شرا  ر يدر مواد غ  ژهیوبه   يزمان  راتييو تغ  یاثرات ناهمسانگرد

مواد داشته    ن یها در اها و تنشترک   يکيبر رفتار مکان  ي قابل توجه  رات يتأث  توانند ي عوامل م  ن یدارد، چرا که ا

شده از ماده  ساخته  کی زوالکتريپ  کهیبار  کی در    ثيفی مسأله ترک گر  ليبه تحل  [6]و همکارانش    L. Ma  باشند.

ا  يتابع در  ثابت   نیپرداختند.  صورت  به   کیالکتری د  يگذرده  بیو ضر  کیزوالکتريپ  ک،يالاست  یهامطالعه، 

و درون    يکيمکان  یاه پاد صفح   ی تحت بارگذار  کهی . بارد یفرض گرد  کهیدر جهت ضخامت بار  یينما  راتييتغ

و خواص    کهیآن، ضخامت بار  تيبر اثر هندسه ترک، موقع  ژه یوبه   ل يتحل  نیقرار گرفت. ا  ي کیالکتر  یاصفحه 

  ق يتحق  ن یا  جیها تمرکز داشته است. نتادر نوک ترک   ي کیالکتر  یيشدت تنش و جابجا  ب یضر  یماده بر رو 

ها و ترک   ليرا در تحل  ي ماده تابع  يکیو الکتر  يکينمکا  یهاي ژگی با و  کیزوالکتريپ  یهاي ژگیو  بيترک  تياهم

برا  يمشابهسأله  م K.Y Lee، [7]و   Y.D. Liادامه،    در  .دهد ي ها نشان مآن   يک ينامیرفتار د   که یبار  یرا 

  ک ی زوالکتريمطالعه، پوشش پ نیارائه دادند. در ا يبا خواص ماده تابع کیزوالکتري از مواد پ يبا پوشش کيالاست

ترک    ن يشد و اندرکنش ب  ف يضخامت پوشش تضع  یدر راستا  ریپذ ترک نشت   کی   ر يتحت تأث  يتابع  تيبا خاص

بار و  پوشش  مشترک  سطح  بررس   کهیو  ا  يمورد  گرفت.  تحل  ق يتحق  نیقرار  ترک   ترقيدق  ليبه   یهااثرات 

آن   ریپذ نشت تعامل  ساختارهاو  با  پوشش   ی ادهيچيپ  یها  م   پردازد ي م  ک یزوالکتريپ  یهاهمچون   تواند ي و 

آن   یاهیچندلا  یهاستم يدر س   نهيبه  یهايطراح  یراهگشا تابعباشد که در  مواد  کار به   کیزوالکتريپو    يها 

 . شوند ي گرفته م 

M. M. Monfared    اند. کرده   ي بررس   کينوار ارتوتروپ  ک یرا در    کينامیتنش الاستود  ليتحل  [8]و همکارانش

ا کوش   ق، يتحق  ن یدر  معادلات  و  ولترا  حل  روش  ترک   ل يتحل  یبرا  ي از  اثرات  رفتار  است.  شده  استفاده  ها 

  ي مورد بررس  قي دق ورطها بهشدت تنش در نوک ترک  بیها بر ضراو جهت ترک  تيموقع  ،يهندس  یپارامترها

مختلف    یهامواد در جهت  ن یخواص ا  رایدارد، ز  تي اهم  کيدر مواد ارتوتروپ  ژهیوبه   ليتحل  نیقرار گرفت. ا

توز  ی ادیز  ر يتأث  هاي ژگیو  نیمتفاوت است و ا نواحتنش   ع یبر    ن یا  ن،ي. همچنگذارند ي خورده مترک   يها در 

  ل يو تحل  يدر طراح  تواند ي دارد که م  د ينوار تأک  يک ينامیالاستود  یهاي ژگی ها و وترک   ن يبر تعامل ب  ق يتحق

لا  يکيمکان  یهاسازه   ک ي ارتوتروپ  کهیبار  [ 9]  همکارانش و  Bayat  باشد.  ی کاربرد  ک يارتوتروپ  یهاه یبا 

خارج    يکيمکان  يکياستات  ی را تحت بارگذار  کیزوالکتريترک و حفره با پوشش پ  ی توسط تعداد  شدهف يتضع

از    نيتک  يو معادلات انتگرال  يئنابجا  عی ها از روش توزکردند. آن   ليتحل  یادرون صفحه   يک یو الکتر  یاصفحه 

ها را بر حسب  در حفره   ي طيمح  یهاها و تنش شدت تنش در نوک ترک   بیاستفاده کرده و ضر  ي نوع کوش 

و هندسه    که یپوشش به بار  ي چسبندگ  بیضر   ک،يمحاسبه کردند. سپس اثر خواص ماده ارتوتروپ  یينابجا  يچگال

 شدت تنش مطالعه شد. ب یبر ضرا وبيع

شکل است، تحت    يو منحن  م يترک مستق  نیچند   یکه حاو   يبا رفتار تابع  يليتنش در صفحه مستط   ليتحل

ها طول ترک   ريها تأثارائه شد. آن  A.A. Dehghan   [10]و    R.T. Faalتوسط    ،یاخارج صفحه   یبارگذار

و    R. Bagheri  قرار دادند.  ي ها مورد بررس شدت تنش در نوک ترک   ب یضر  یها را بر رو آن   ن يو اندرکنش ب

  ي با خواص تابع   کيو الکترومگنتوالاست  ک یزوالکتري ساخته شده از ماده پ  یاکه یبار ،  ( [12] -[11])  همکارانش
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عرض    ی در راستا  یيتابع نما  ک یصورت  به   ي ماده تابع  ي مدول برش   رات ييتغ  ق،يتحق   ن یکردند. در ا  ي را بررس 

ترک متحرک حل   نیچند  ی حاو که یمسأله بار ،ئينابجا عی شد. سپس با استفاده از روش توز یسازمدل  کهیبار

تنش در    دان يشدت تنش و م  ب یضرا  ی ماده بر رو   ی . اثرات طول ترک، سرعت حرکت ترک و پارامترهاد یگرد

تحلترک   ينواح در    یهاترک   ل يتحل،  R. Bagheri   [13]و    H. Afshar  شد.  ل يها    ه ی لا  کی چندگانه 

بارگذار   کیزوالکتريپ الکتر  يکيمکان  یتحت  صفحه   يکیو  هارمون  یادرون  زمان  چارچوب    کيبا  در  را 

  یيشدت جابجا  بیکه تنش و ضرا  دهد ي ها نشان مآن   جیقرار دادند. نتا  ي مورد بررس   يخط  تهيسيالکتروالاست

،  R. Bagheri   [14 ]و    K. Kafaei  ها هستند.و هندسه ترک   تيها وابسته به موقعترک   وکدر ن  يکیالکتر

را    يکيالکترومکان  یتحت بارگذار  رهمگنيغ  کیزوالکتريپ  ي ليصفحه مستط  کیترک در    ن یتنش چند   ليتحل

ها و ماده بر رفتار ترک   رهمگنيو خواص غ  يهندس   یاز پارامترها  يناش   راتيمطالعه تأث  نیکردند. ا  يبررس 

و همکارانش    S.M. Hosseini  قرار داد.  ل يو تحل  هیرا مورد تجز  هاط ينوع مح  نیشدت تنش در ا  بیضرا

مکان،  [ 15] در    ک يمسأله  را  ماده    هیلامين   کیتوسط    شدهت یتقو  رهمگنيغ  هیلام ي ن  کی شکست  جنس  از 

بارگذار  کيمگنتوالکتروالاست ا  يبررس   یاخارج صفحه   یتحت  در  تأثآن  ق،يتحق  نیکردند.  ب  ر يها    ن يفاصله 

ها  ترک   يشدت تنش در نواح  بیضرا  یبر رو  يتابع  ده اثر خواص ما  نيها و همچنترک   تيها، طول و موقعترک 

ترک واقع    نیچند   یهاشدت تنش در نوک   بیضرا،  V. Enjilela   [16]و    R. Bagheri  را مطالعه کردند.

را با    ی ادرون صفحه   يک ينامیالاستود  ی تحت بارگذار  يشده از ماده تابعساخته   صفحهم ي در فصل مشترک دو ن

توز از روش  ابه   ئينابجا  ع ی استفاده  در  آوردند.  تبد آن   ق، يتحق  ن یدست  از  مسأله    لح  ی برا   يانتگرال  لات یها 

ها ترک   نيو اندرکنش ب  ی طول ترک، فرکانس بارگذار  ،ينسبت پواسون، ثابت ماده تابع  رياستفاده کرده و تأث

 کردند.   يشدت تنش بررس  بیضرا ی را بر رو

توسط    شدهتیتقو   يتابع  تيبا خاص  ک يشده از مواد ارتوتروپساخته  ه یلام يمسأله ن  ي ليمقاله، حل تحل  نیدر ا

پ   هیلام ين  کی ماده  جنس  غ  نیچند   ی حاو  ک، یزوالکترياز  بستر  در  حفره  و  بارگذار   رهمگنيترک    ی تحت 

آوردن معادلات  دستبه   یبراانجام شده است.    ئينابجا  ع یروش توز  قیاز طر   ،یاخارج صفحه   يکينامیالاستود

  ي معادلات انتگرال  نیاستفاده شده است. ا ي ليحل تحل  نی، از اها و حفره در اطراف ترک  ئي نابجا ع یتوز يانتگرال

  ب ی ضرا  جهيو در نت  ها و حفره ترک   يدر نواح  ئينابجا  عیها، توزهستند و از حل آن   ياز نوع کوش   ينگ يتک  یدارا

  گر یروش نسبت به د  نی ا  یایاز مزا  يکیدست آمده است.  به   در حفره  يطي مح  یاهها و تنش شدت تنش ترک 

ترک    ی تنها قادر به حل مسأله با تعداد محدود  نيمحقق   ن،يشياز مطالعات پ  یارياست که در بس  نیها اروش 

مسأله با    ل يتحل  امکانحل ندارد و    ند یدر فرآ  یريها تأثتعداد ترک   ،یشنهاديدر روش پ  که ي اند، در حالبوده 

 .شودي طور همزمان فراهم مترک و حفره به  یاد یتعداد ز
 

 ماده پیزوالکتریک  باهمگن تقویت شده نانیم لایه ارتوتروپیک نابجائی در  تحلیل  -2

از جنس   یاه یلا لهيوس است که به  2hناهمگن با ضخامت  کي ارتوتروپ هیلا کیمورد مطالعه متشکل از  ط يمح

خارج از صفحه    يکي نام ید  ی تحت اثر بارگذار  ط ي مح  ن یشده است. ا  تیتقو  1hبا ضخامت    کی زوالکتريماده پ

  ، ئيدر امتداد خط نابجا  یيتابع جابجا  یچندمقدار  تيماه  ليولترا، به دل  ئينابجا  هیقرار دارد. بر اساس نظر

در مختصات   ئي (، نابجا1. مطابق شکل )د یآي به وجود م ئيمکان در محل نابجا ريي تغ یهادر مؤلفه  يوستگ يناپ
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),0(  با محور   ی مواز ئيقرار داشته و امتداد خط نابجاx .ی توجه به نوع بارگذار با در نظر گرفته شده است ،  

و تنها مؤلفه عمود   شوند ي ، صفر در نظر گرفته م,vuیعني   ,yxی محورهای  مکان در راستا رييتغ یهامؤلفه 

 yEو    xE  یهابا مؤلفه   یاصفحه درون   يکیالکتر  دانيم  ن،ياست. همچن  رصفريمقدار غ  ی، داراWبر صفحه،  

 . گردند يارائه م  هادان يم ن ی. در ادامه، روابط حاکم بر اشودي م فیتعر,xy  یدر راستاها  بيبه ترت

(1 ) 
 

),,(,, tyxwwvu ===     

=== zyyxx EtyxEEtyxEE ),,,(),,,(    

 
    

 

 

 

 

 
 پيزوالکتریک   توسط یک لایه لایه ارتوتروپيک غيرهمگن تقویت شده ي درئنمایش نابجا - 1شکل 

 

 گردند: به صورت زیر بيان مي  ، شودمينشان داده    ميدان الکتریکي و پتانسيل الکتریکي که با نماد   روابط ميان

(2 ) 
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مؤلفه های تنش و جابجایي الکتریکي در لایه پيزوالکتریک و همچنين مؤلفه های تنش در لایه ارتوتروپيک با  

 بيان هستند:روابط زیر قابل ،از طریق خاصيت تابعي
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با    ،الاستيسته  هایثابت در اینجا    باشند.مي  110dو    440c،  150eپيزوالکتریک و دی الکتریک به ترتيب برابر 

شده   که  فرض  باریکه    هایثابتاست  برای  با  الاستيک  در  ه ب   ، تابعي  ویژگي ارتوتروپيک  نمایي    راستای طور 

 : آیند روابط زیر به دست مي نتيجه در  .د ن کنضخامت باریکه تغيير مي 

y
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y
xx
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














=

=
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)(
      )5( 

00  ثابت ماده تابعي بوده و 𝜆  که  , yx  های الاستيسته در راستاهای  ثابتyx,  در فصل مشترک دو لایه

 شوند:مي بيان به صورت زیر  ت حرکتمعادلا ،نيروهای جسمي عدم وجوددر صورت . باشند مي
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به   روابط زیر ( 7و )   (6)  معادلاتدر  (4و ) ( 3)  معادلات تنشبا جایگذاری  چگالي سيستم است. y)(که  

 آیند: دست مي

(8 ) 1

2
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00و    است  راتور لاپلاس در صفحهاپ 2در رابطه بالا

2

00

2

1
, yTyx Sg    تفکيک باشند. جهت  مي  ==

 شود: تابع بلوشتين به صورت زیر تعریف مي ( 8)معادلات 

),,(),,( tyxWtyx  −=      )10( 

110150در رابطه بالا  de=  و جایگذاری آن   ( 10) با استفاده از تابع بلوشتين تعریف شده در رابطه  باشد.  مي

 د:نآیمي معادلات زیر بدست  ،(8)در روابط 
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4400(،11) در رابطه  

2 ~
2

cST = الکتروالاستيک به صورت  ثابت  و  )(~
110

2

150440440 decc   شود. تعریف مي   =+

در ناحيه      بر حسب تابع  (3)بيان شده در رابطه   های تنش و جابجایي الکتریکيمؤلفه 
10 hy   به صورت

 : شوند ميزیر بازنویسي 

(12) 
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اثرات شرایط    ، در نتيجه  .شودانجام مي    ين فرض بر این است که تغيير مکان بصورت هارمونيک با فرکانس مع

 قابل بيان است:صورت زیر هاوليه حذف شده و تغيير مکان ب

(13 ) tieyxwtyxW ),(),,( =  
 

 آید: صورت زیر به دست ميبه( نتيجه 11و )   (9( در روابط )13با جایگذاری رابطه )

(14
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دستگاه معادلات  این  حل تحليلي    کنند.را بيان مي دستگاه معادلات با مشتقات جزئي    (15و )   ( 14روابط )

)0,(موقعيت  ي در  نابجائ  ،( 1شکل )  طبقاست.    مسأله نيازمند بررسي شرایط مرزی       ي در  نابجائ  دارد.قرار

های شکاف نسبت به یکدیگر و  حرکت لبهو    در محيط الاستيک  ي ا ایجاد شکافبطور معمول  بهالاستيسيته  

آید  صورت چند مقداری در ميبهتغيير مکان در جسم    فرایند،این    پيشود. در  سپس حذف شکاف تعریف مي

که تغيير مکان وجوه شکاف در جهت عمود بر لبه شکاف به  . در صورتي شودو ميدان تنش در ماده ایجاد مي

نابجائي    zbاندازه   نابجائي  بهباشد  برگرز   zbکه    شود، شناخته ميای  صفحهخارجعنوان  بردار  ناميده    1مولفه 

در  ری تغيير مکان  چند مقداماهيت  ي به دليل  در محل نابجائ  ، تئوری ولترا  طبق  ، تغيير مکان  مولفه  شود. مي

 : توان رابطه زیر را در نظر گرفتمي دارد. بنابراین، ناپيوستگي ، ينابجائامتداد خط 

(16 ) )(),(),( xHbxwxw z=− −+   
  

 
1 Burgers vector 



 و ...  قریعي، رسول بایناميکي نيم لایه...                                                      امين رفيد پاسخ بررسي اثر حفره و ترک بر 

، شماره  27نشریه مهندسي مکانيک ایران، دوره                 8 1404 مستانزانجمن ، 81، شماره پياپي 4
 

8 

 هستند.  پيوستگيي دارای  خط نابجائ  در امتدادهای تنش  مولفههمچنين  است.    واحد   ایتابع پله  xH)(که  

 شود: صورت زیر بيان ميبه این شرط

(17 ) ),(),( −+ =  xx zyzy  
  

عبارتند  شرایط مرزی و حدی باریکه ارتوتروپيک تابعي با پوششي از جنس مواد پيزوالکتریک  ، صورتدر این

 از:
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(18 )  

  

فاده  استنمایي  تبدیل فوریه  از  برای حل مسأله  باشد.  ضریب چسبندگي بين باریکه و پوشش مي  kکه در آن  

 شود. به صورت زیر تعریف مي که  شده است

(19 ) 
+

−

= dxexfF xi )()(  

          

1−=i  .تبدیل فوریه عبارت است از: معکوس پارامتر موهومي است 

(20 ) 
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 deFxf xi)()(  

  

 .  شوند مينتایج زیر حاصل ، (15و )  (14به روابط )  (19)حال با اعمال تبدیل فوریه 
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)((،  22)و    ( 21) که در روابط   22222

1 1
 TSgr )(و     =− 2222

2 2
 TSr (  22و ) (  21روابط )   باشند.مي  =−

*),(بنابراین  .  د نباش که به سادگي قابل حل مي  استثابت  دستگاه معادلات کامل با ضریب   yw     و),(* y

 :خواهند شد  حاصل برای هر بخش در فضای فوریه بصورت زیر
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,}3,2,1,...,8{که ضرایب   =iAi    با استفاده از شرایط مرزی بدست توابعي از ثابت تبدیل فوریه مي باشند که

2و    آیند مي

1

2 r+=   در    .باشد مي موجود  عيوب  بررسي  به  توجه  جنسباریکهبا  از  تابعي    ای  مواد 

  در ميدان تنش    محاسبهتنها    ،خط نابجائيدو سوی  شرط پيوستگي تنش در    با در نظر گرفتن  وارتوتروپيک  

  ، (23( و ) 4از روبط )   گيریدر یکي از نواحي کافي خواهد بود. بر این اساس، با بهرهصفحه الاستيک  پایين    لایه

 آید: ميصورت زیر بدست هبتنش ميدان 
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−
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
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
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−






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rhyQe
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yy

y
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y

y

zy

)sin(
]})cosh())([sinh()coth(){sinh(

))(sinh()( 

















−

+++

+++


−

=





 











−







yh

dx
khrkhrcrhkrh

hyhyQe

be

yy

y

z
y

x
zx

)cos(
]})cosh())([sinh()coth(){sinh(

))](sinh())(cosh([)( 

 در رابطه بالا
1,Q  گردند: بصورت زیر تعریف مي 

(26 ) )])(sinh()cosh([~)sinh()coth(









−+−= yy rkkrcrhkrQ  

 

 

  =0در  گير  همچنين تابع درون انتگرالو  است   متغير وسته ازيتابعي پ (25)  یرابطه از آنجا که انتگرال 

. رفتار مجانبي  ظاهر شود،  →+که    ایناحيهنقاط تکينگي در    رود کهماند، انتظار ميمحدود باقي مي

به    بوده و تکينگي کوشي  ، از نوع    →yوx→0  ی در نقطه  یعني   ،يبجائرأس نا  ينزدیک  درتنش    هایمولفه

کلي  صورت
r

که    کند،ميميل  نهایت  بيبه  ي  در محل نابجائمقدار تنش  معناست که    ان ن بد . ای شودبيان مي 1

صفحه  از  نابجائي خارج    که شامل یک 0xبرای یک نيم لایه    ي است. نابجائ  شناخته شده  های ویژگياز    یکي

),(در موقعيت   s ارضا نماید:را ( باید شرط مرزی زیر 25) ی به دست آمده از رابطه مؤلفه های تنش  ،است 

(27 ) = ),( yzx  
 

نيم  ، که توسط ارتوتروپيک تابعي ای از جنس مادهنيم لایه درهای تنش مؤلفه در راستای تعيين ميدان تنش،

در موقعيت  −zbبا بردار برگرز  که نابجائي التيدر حو   0xتقویت شده است، در ناحيه    پيزوالکتریک ایلایه
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),( s−    تصویرسازی    دارد، قرار از روش  استفاده  اثرات،با  نهي  برهم  برمبنای اصل  زیر    و  حاصل  به صورت 

 :شوند مي

(28

) 















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

−++

−+−

−


−−


+−=





 



−







−





−





yhdsx
M

Meby

ygsx

sxg
dsxe

g

M

Meby

y
zy

yg

y
zy

zy

))(sin(
)(

]
)()(

)(
))(sin()([

)(

)(

)(

)(

 

 






















−++

−+−

−


+−




+−=





 



−







−





−





yhdsx
M

Meby

ygsx

yg
dsxe

M

Meby

y
zx

yg
y

zx
zx

))(cos(
)(

]
)()(

)(
))(cos()([

)(

)(

)(

)(

 

 

در رابطه بالا  3,2,1,, iM i  گردند: بصورت زیر تعریف مي 

(29 ) 




+= rhyQM ))(sinh(  

]})cosh())([sinh()coth(){sinh(  khrkhrcrhkrhM yy 








+++=  

))](sinh())(cosh([


+++= hyhyQM   
 

 های حاوی ترک معادلات انتگرالی در محیط -3
ساخته شده از مواد تابعي  ارتوتروپيک    توان برای تحليل نيم لایهقبل را مي   فصلحل نابجائي بدست آمده در  

ارتوتروپيک    لایهکار برد. فرض کنيد در نيم ه ب  است،  حاوی چندین ترککه    پيزوالکتریک  پوششي از مواد   با

   شوند:ارائه مي صورت زیر هها بپارامتری ترکترک وجود دارد. معادلات  N  ، ساخته شده از مواد تابعي

(30 ) 
−==

=

qNiqyy

qxx

ii

ii

,...,,)(

)(  

و    باشد مماس بر سطح ترک    t  انتخاب شده است که محور   ایبه گونه  nو    tسيستم مختصات عمود بر هم  

های  مولفه   اساس بر    ،ام- iسطح ترک  درای  صفحه بردار تنش خارج  مبداء مختصات روی سطح ترک حرکت کند. 

 شود:نمایش داده مي  صورت زیرهب  ي، تنش در مختصات کارتزین

(31 )  izxizyiinz Niyx ,...,,sincos),( −=   

tan))()((  فوق،در رابطه   1 qxqy iii
= −  هایزاویه بين محور  x    وt  توزیع نابجائي با  دادن  با قرار  باشد.مي

)),()((ام به مختصات  jروی ترک    dlBzjچگالي نامشخص   pypx jj   نهایت کوچک  روی المان بيdtl j،  

ایجاد شده روی سطح ترک    ميدان با    ،باشد ترک وجود داشته    Nکه  در صورتي  .آید ام بدست مي  iتنش 

 شود: صورت زیر بيان مي، ميدان تنش بهاستفاده از اصل جمع آثار

(32 ) dplpBpqkqyqx jzj

N

j
ijiinz )](),([))(),(( 

=



−

=  
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  پس بدون ترک    محيط ها در  ناشي از بارگذاری خارجي در محل ترکتنش    مولفه،  [17]   اصل باکنر با    مطابق

)(  يئنابجاو دانسيته    گرفته   قرار (  32)در رابطه  از تغيير علامت   pBzj    .در این رابطه، هسته باید محاسبه گردد  

),(( یعني  32لي در رابطه )امعادله انتگر pqK ij    برابر با ضرایبzb  است که با استفاده از روش  (  31)   ه در رابط

 نابجائي محاسبه شده است.

، لازم  ساخته شده از مواد تابعيارتوتروپيک    ی نيم لایهدر   موجودهای  ترک دري  نابجائ   چگالي  پس از محاسبه

ي  نابجائ چگاليها را بر حسب ها بتوان ضرایب شدت تنش در نوک ترککمک آن ه که ب است روابطي ارائه شود 

دست  به  زیر  ام از رابطه jبازشدگي دهانه ترک برای ترک    ، ينابجائ  چگالياده از تعریف تابع  با استف.  محاسبه کرد

 آید:مي

(33 ) Nj ,...,,= 

−−

−+ =+=−
q

zjj

q

zjjjjj dppBldppBpypxqwqw )()()]([)]([)()(  
 

 

 

را  ها  تعداد ترک  Nو  است  ابتدای ترک با طول بي بعد شده واحد    گرنمایانحد پایين که    −1  این رابطه،   در

qw)(.  دهد نشان مي j

qw)(و + j

ترک    سطح  ای واقع بربه ترتيب تغيير مکان لبه بالایي و پایيني ترک در نقطه،  −

ي در خارج از  ، جابجایارتوتروپيک ساخته شده از مواد تابعي ی نيم لایهواقع در  هایبرای ترک .کند را بيان مي 

 ي باید شرایط زیر برقرار باشد: نابجائ چگاليبرای  رو، از این .های ترک تک مقداری استلبه

(34 ) NjdppBl zjj ,...,,)( ==


−

  

تکينگي تنش در    دليل وجود بهآید.  بدست مي(  34و )  (32) حل همزمان معادلات انتگرالي    از  ينابجائ  چگالي

)(که    ای ، به گونهشودصورت زیر در نظر گرفته مي هب  ينابجائ  ، تابع چگالي هانوک ترک pg zj    تابع محدود و

 .استپيوسته 

(35 ) Njp
p

pg
pB zj

zj ,...,,
)(

)( =−
−

=


 
 

  

معرفي    [ 18]ش  و همکاران  F. Erdoganبار توسط  برای نخستين  حل عددی معادلات انتگرالي با تکينگي کوشي  

و نظائر آن    1ای چبيشهفهای چندجملهمعادلات انتگرالي در نقاط خاصي که توسط ریشه  ، . در این روش شد 

با حل این سيستم    .د نشو معادلات جبری خطي تبدیل مي  یک سيستم   و به گردند  ميگسسته    ، د نشوتعيين مي

قراردادن رابطه  پس از  .  شود ، محاسبه مياند در نقاطي که معادلات گسسته شده  ينابجائ   ، چگاليمعادلات جبری

 : [19]  آید دست مي به سيستم معادلات جبری خطي زیر   ،( 33( و) 32( در روابط ) 35)
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

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
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


























)(

)(

)(

)(

)(

)(

rN

r

r

nzN

nz

nz

NNNN

N

N

qT

qT

qT

pg

pg

pg

AAA

AAA

AAA











    )36(

 

 : اندعبارتندازکه در آن نقاطي که در آن معادلات انتگرالي گسسته شده 

m1,2,...,t  ,      1-m1,2,...,r   , =


−
=== )

)(
cos(,)cos(

m

t
p

m

r
q tr


   )37( 

 
1Chebyshev polynomials  
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 ( عبارتند از 22های ماتریس و بردارها در رابطه ) و درآیه 













=

ij

ij

ij B

B
A  

 بصورت زیر است.  ijBبالا  که در رابطه 
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m
B
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




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
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  )38( 

ام بر حسب بازشدگي دهانه ترک بصورت  iضریب شدت تنش برای ترک    .مي باشد دلتای کرونکر    ijکه در آن  

 شود. زیر تعریف مي

Ri

ii

r
yRi

Li

ii

r
yLi

r

qwqw
ygK

r

qwqw
ygK

Ri
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lim)(
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→

+−

→

−




=

−




=





     )39(
 

ضرایب شدت تنش  ( و استفاده از بسط تيلور و عمليات جبری،  39( در رابطه )35( و ) 33) با جایگذاری روابط  

 آیند. ام بصورت زیر بدست ميiبرای ترک  

 

  )()]([)]([
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
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
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
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
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
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y

Ri
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y
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g
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K

g
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K







    )40( 

 

 

 عددی هاینتایج و مثال  -4

ارائه    ي شده از مواد تابعساخته   کيارتوتروپ  یهاه یلامي از ن  یيهاآمده، نمونه دستبه   ئياز حل نابجا  یريگبا بهره 

ترک و حفره    نیساختارها شامل چند   نی. ااند ده یگرد  ت یتقو  ک یزوالکتريپ  هیلامي ن  ک یشده است که توسط  

تأث  باشند ي م توز  يتوجهقابل   ر يکه  به ند تنش دار  یهادان يم  ع ی بر  بررس .  بر    ريتأث   قي دق  ي منظور  خواص ماده 

استفاده    يت یتقو  ه یعنوان لابه   PZT-4  ک یزوالکتريپ  ي کياز ماده سرام  ، عيوب  نیشدت تنش در اطراف ا  بیضرا

ف خواص  است.  مکان  ي کیزيشده  مبنا  ن یا  يکيو  و  شده  ارائه  ادامه  در  قرار    ی عدد  یهاليتحل  یماده 

 :]12[اند.گرفته 
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 خواص ماده پيزوالکتریک مورد استفاده در مثال ها   1جدول  

)( 


mNc )( 


mCe )( VmCd


 )( 


mkg 

101056/2  7/12 10106/64 − 7500 

پتانسيل الکتریکي بر حسب ولت    Vبرحسب کلون و  الکتریکي  بار    Cنيرو بر حسب نيوتن،    N  در این تحليل،

lKضرایب شدت تنش بوسيله    د.نباش مي M 00 =  در آن   کهشوند  بعد ميبي  l    استبيانگر نصف طول ترک .

),(  ، در این فصل  ارائه شده های در مثال cc yx ( تغييرات  1نمودار شکل ) . کند مشخص مي مرکز ترک را   مکان

MML  یعني نسبت   تنش بي بعد شده  ضرایب شدت KK فرکانس بي بعد شده  در برابر  را    0
TCl  مقادیر    برای

مي  g=2.1,0.1,9.0  پارامتر   مختلف نمودار دهد نشان  این  در  مقدار.  مستقيمنصف    ،  ترک  با   طول    برابر 

)(05.0 ml از   ، ضخامت = یک  1.021)(ها  لایه  هر  mhh به صورت  == ترک  مرکز  موقعيت  lxc  و  و    =2

25.0 hyc 4400همچنين    اند.در نظر گرفته شده  =
~1 cCT =  طور که از شکل  تعریف شده است. همان

1.18.0ی  بازه   دیده رزونانس در شود، په ميهد امش  TCl که در   دهد ي نشان م  جینتا  ليتحل  .دهد رخ مي  

8.0TClافزا با  افزا  ب ضری  gمقدار    شی،  تنش  فرکانسابد یي م   ش یشدت  در  مقابل،  در    ی ها. 

1.1TClش یابا افز که یطوربه  شود؛ي ، روند عکس مشاهده م  gن ی . اابد یي شدت تنش کاهش م  بی ، ضر  

   است.   ي کينامید  کی و فرکانس تحر  هاه یلا  يکيماده به خواص مکان  ي پاسخ تنش  یده يچيپ  يوابستگ   انگريرفتار ب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 gتغييرات ضریب شدت تنش بي بعد برحسب فرکانس بي بعد برای مقادیر مختلف    -1شکل 
 

مختلف    ریمقاد  یبراTCl  بعد ي نسبت به فرکانس ب  بعدشدهي شدت تنش ب  بی ضرا  راتيي(، تغ2در شکل )

تابع بررس   𝜆𝑙  ي ثابت  ا  ي مورد  پارامترها  ن یقرار گرفته است. در    ه ی شامل ضخامت هر دو لا  ي هندس   یمثال، 

1.021)(صورت  به  mhh 05.0)(برابر    ترکم يطول ن == ml ، و مختصات  g=0.1  يبرش   یهانسبت مدول   =

lxcصورت  مرکز ترک به  25.0و    =2 hyc   ش یکه با افزا  دهد ي حاصل از نمودار نشان م  جینتا  اند.فرض شده  =

شدت   ب یضخامت است، مقدار ضر  ی خواص ماده در راستا  ر ييدهنده نرخ تغ، که نشان𝜆𝑙  يمقدار ثابت تابع

  شتر يضخامت ب  یخواص ماده در راستا  انیآن است که هرچه گراد  انگريب  شیافزا  نی. اابد یي م   شیافزا  زيتنش ن
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  ي موضع  ي در سخت  ريياز تغ  ي ناش   تواند ي م  دهیپد   نی. اابد یي م  ش یاطراف ترک افزا  ه يناحباشد، تمرکز تنش در  

حساس به ترک در    یهاسازه   ي در طراح  ي باشد که نقش مهم  ي تنش در مواد تابع  کنواختی  ر يغ  ع یماده و توز

 .کند ي م  فای ا يکينامید ط یشرا

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 𝜆𝑙تغييرات ضریب شدت تنش بي بعد شده برحسب فرکانس بي بعد برای مقادیر مختلف    2شکل

 

5.02بعد شده    بي   طول   به  ترک   یک  توسط   تابعي   رفتار   با   ارتوتروپيک  ( نيم لایه 3در مثال ) =hl  در   واقع  

  ترک   مرکز .  سازدمي  را  زاویه    نيم لایه  مرز  با  آن   راستای  کهحالي  در.  است  شده  تضعيف  نيم لایه   مرکزی  خط 

شدت تنش    ب یضر  راتيي(، تغ3در شکل )است.    شده  ثابت   تابعي   رفتار   با  ارتوتروپيک   نيم لایه   مرکزی   خط   در 

شده است.   يبررس   g=5.1,0.1,5.0  ي مختلف نسبت مدول برش   ر یمقاد  یبرا    ه یشده نسبت به زاو   بعد يب

  صورتمثال به   نیدر ا  یبارگذار cos0    .2رود در زاویه  انتظار ميدر نظر گرفته شده است   بدليل    =

که در    دهند ي نشان م  ج ینتا  .صفر باشد   تنش   شدت  است، ضریب   صفر   برابر   ترک   سطح   روی  تنش   بردار   اینکه

  یاه ی زاو  یهابازه 500     و 180130 ينسبت مدول برش   شی، با افزا  g شدت تنش    بی، ضر

است که باعث   ي مدول برش   ش یاز افزا  يناش   ه یلامين   شتريب   ي سخت  رات يکاهش در اثر تأث  نی. اابد یي کاهش م 

 .ابد یي کاهش م  ينواح  نی تمرکز تنش در ا  نیبنابرا  شود،ي ترک م  افها در اطرتنش  ترنه يو به  ترکنواختی  عیتوز

  یاه ی در بازه زاو  اما 13050 صورت خيلي ناچيز  به  ي مدول برش   شیا افزا، بشدت تنش  بیضر  راتيي، تغ

  ن ی ماده در ا  یهاي ژگیبا و  ی بارگذار  تر ده يچيتعامل پ  ل يدلبه   ش یافزا  نی. اشوديمشاهده م   ي شیصورت افزابه 

  ت یکه در نها  شودي ها متنش   شتريباعث تمرکز ب  g  ش یدر اثر افزا  يسخت  راتييتغ  ،ينواح  نیاست. در ا  ينواح

   . گرددي م  ه يناح نیشدت تنش در ا  ب یضرجزئي  ش یموجب افزا
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 gبرای مقادیر مختلف تغييرات ضریب شدت تنش بي بعد یک ترک زاویه دار  -3شکل 

5.0,3.0,1.012ها ضخامت لایه  حسب  بر   تنش  شدت  ضریب  تغييرات،  (4در مثال ) =hh    .بررسي شده است

01.0)(  در این مثال، نصف طول ترک  ml  دهند ي نشان م   جینتا  اند.در نظر گرفته شده  g=1برشي    و مدول   =

در    يهندس   راتييتغ  لي دلکاهش به   نیا  .ابد یي شدت تنش کاهش م  بضری  ،بستر  هی ضخامت لا  شیکه با افزا

  شتر يترک ب  هيبار و تنش در ناح  عی توز  یماده برا  تيظرف  ابد،یي م  شیکه ضخامت بستر افزا  يبستر است. هنگام

 . ابد یي و تمرکز تنش کاهش م   افتهی  شیدر اطراف ترک افزا  یانرژ   يجذب و پراکندگ   یي توانا  جه، ي . در نتشودي م

شده اعمال   یهاعمل کرده و تنش   رتریپذ ساختار انعطاف   ک یعنوان  به   تر م ياست که بستر ضخ  نیاز ا  ياثر ناش   نیا

نها  شودي باعث م  يژگ یو  نی. اکند يپراکنده م   شتريبه ترک را ب   ی شدت تنش در بسترها  بیضر  تیکه در 

 .است ينيبشي قابل پ کيتوتروپار یدر مواد و ساختارها ي عيطور طبرفتار به  نی. اابد یکاهش  ترم يضخ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12برای مقادیر مختلف تغييرات ضریب شدت تنش بي بعد یک ترک زاویه دار  -4شکل  hh  
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  ي ترک بررس   ت يبر حسب موقع  داره ی ترک زاو کی  یشده برا  بعد ي شدت تنش ب  بی ضر  راتيي (، تغ5در شکل )

8.0,7.0,5.02مثال، نسبت    ن یشده است. در ا =hycکه با    دهند ي نشان م  جیدر نظر گرفته شده است. نتا

از دو عامل    يناش   تواند يکاهش م  نی. اابد یي شدت تنش کاهش م  بی، ضرينيکاهش فاصله ترک از لبه پائ 

 مختلف باشد:

اطراف    هيدر ناح  يهندس   راتييتغ  ، ينيشدن ترک به لبه پائ  کی: با نزدينيشدن ترک به لبه پائ  کینزد الف(  

 . ابد یي تمرکز تنش کاهش م  جهيها شود که در نت تنش  ترنه يبه  عی منجر به توز تواند ي ترک م

که ترک از فصل مشترک بستر و پوشش فاصله    يفاصله ترک از فصل مشترک بستر و پوشش: وقت ش یافزاب( 

که    شودي باعث م  راتييتغ   نی. اکند ي م  ر ييدر اطراف ترک تغ  یو اثرات مرز   يهندس   رات ييتغ  رد،يگي م   یشتريب

مجموع،    در   ترک منجر شود.   هي حشده و به کاهش تمرکز تنش در نا  شتر يبار ب  عیدر انتقال و توز   هاه یلا  یيتوانا

 .شوند ي مختلف ترک م یهاتيشدت تنش در موقع  بیدو عامل باعث کاهش ضر نیا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 𝑦𝑐/ℎ2برای مقادیر مختلف تغييرات ضریب شدت تنش بي بعد یک ترک زاویه دار  -5شکل 
 

برای  6در شکل ) افقي برحسب    یک ( ضرایب شدت تنش بي بعد شده  ازای مقادیر مختلف    lycترک  به 

06.0,04.0,02.0=l    3.012بررسي شده است. که در آن =hh  ،)(01. ml lxcو    = در نظر گرفته    =2

همچنين    یابد.ضریب شدت تنش افزایش مي  lشود که با افزایش  شده است. با توجه به این مثال مشاهده مي

مشهود است که با افزایش فاصله ترک از فصل مشترک بستر و پوشش، به دليل کاهش اندرکنش بين نوک  

 یابد.ترک و محل اتصال دو ماده، ضریب شدت تنش کاهش مي
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 lبرای مقادیر مختلف  lycترک افقي برحسب   یک برای تنش شدت ضریب -6شکل                 
 

  ضریب   تغييرات.  است  شده  تضعيف  مستقيم  ترک   دو  توسط   تابعي  خاصيت  با  ارتوتروپيک  نيم لایه  (، 7)  شکل  در

  شود مي  ملاحظه  که طوریهب .  است  رسم شده  ترک   چرخش   زاویه  تغييرات   حسب  بر  شده  بعد بي  تنش  شدت

ترک  
11RL   ترک    حاليکه   در   بوده  ثابت

22RL   ترک   برای  تنش   شدت  ضریب   تغييرات   .چرخد مي  مرکزش   حول  

  ضریب  تقارن،  علت  به  =0ترک مي باشند. در    دو بين  کنش  اندر  علت به  تغييرات  این  و  باشد مي  کم  ساکن

تنش    شدت
2L     1باR    1وL    با

2R   1های  نوکهمچنين    و  است  یکسانR    و
2L   در  و   بوده   نزدیک   هم   به  

و    1Lهای  نوک  به   نسبت   تنش بالاتری  شدت  ضریب   به  منجر  که   دارند   زیادی   اندرکنش  نتيجه 
2R    گردد.  مي

نوک   ترک،  دوران با
2L   1ازR یابد. در  اندرکنش دو نوک به تدریج کاهش مي مقدار شود ودور مي90= 

روی   تنش  بردار   اینکه   به  توجه  با
22RL  شود و اندرکنش بين ترک صفر مي  برابر

22RL   با ترک
11RL    بسيار 

نوک   دو  تنش  شدت ضریب  مقدار   است ضعيف
22RL  که برای  نزدیک به صفر است در حالي

11RL  قابل  مقدار  

  است. توجهي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 و یک ترک چرخان  ترک مستقيم یکتغييرات ضرایب شدت تنش بر حسب زاویه بين  -7شکل              
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شود.  گرفته مي  نظر   در  تابعي   رفتار  با  ارتوتروپيکنيم لایه    مرکز  در   واقع  مساوی  هایطول  با  ترک  دو   (8)در مثال

MMشده    بعد   بي   تنش   شدت  ضرایب   تغييرات   مثال   این   در KK حسب    بر،  0
2hl     برای مقادیر مختلف 

8.0,4.02و مقادیر مختلف   g=0.1در این مثال برای    .است  شده   رسم =h  ضرایب شود که  نشان داده مي  

 . یابد مي افزایش ترک، طول  همچنين  تابعي و خاصيت افزایش  با تنش شدت
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تغييرات ضرایب شدت تنش بر حسب طول ترک برحسب طول ترک برای دو ترک همراستا -8شکل           
 

.  ]9[داد انجام  ينابجائ ي چگال فیبا استفاده از تعر  تواني در هر نقطه از سطح حفره را م ي طيمحاسبه تنش مح

(، نيم لایه ارتوتروپيک ساخته شده از مواد تابعي با پوششي از جنس ماده پيزوالکتریک توسط یک  9در شکل ) 

baحفره بيضوی با ابعاد   0( مقادیر تنش محيطي بي بعد شده  9تضعيف شده است. شکل )   =2 zx    را برای

)/(1000 srad=    تابعي  و ماده  ثابت  مختلف  مقادیر  ازای  آن    a=8.0,4.0,2.0به  در  که 

)(1.0),(01.0 21 mhmh ==    ،
22.0 ha 5.0,2و    = 2 == hyax cc    و90=حسب زاویه  بر  نشان مي-

بيشترین مقدار   همانطوریکه از نمودار مشهود است شود. اندازه گيری مي yاز محور   که زاویه  دهد در حالي

0 zx    2نقطه بعد  کمترین مقدار برای تنش محيطي بي  =0که برای  افتد. در حالياتفاق مي  =

 باشد. گردد. در این مورد، تنش محيطي بي بعد شده نسبت به خط مرکزی باریکه متقارن ميشده مشاهده مي

 

 

 

 

 نمودار تغييرات تنش محيطي بي بعد شده بر روی حفره بيضوی برای سه ثابت تابعي متفاوت -9شکل  
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 نتیجه گیری  -5
. شوند ي کار گرفته مترک به   ی دارا   یهاط يشدت تنش در مح  ب یمحاسبه ضرا  یبرا  ي گوناگون   ي ليتحل  یهاروش 

  ي ک یاشاره کرد.  نیو توابع گر ي انتگرال  لات یبه استفاده از توابع تنش مختلط، تبد   تواني ها م روش  ن یاز جمله ا

  ن، يها وجود ندارد. همچنبه تعداد ترک  آن ياست که وابستگ  نیا ئينابجا عیبر توز يروش حل مبتن  یایاز مزا

  ی در زمره مسائل با شرط مرز   ي انتگرال  لاتیتبد   ایحل مسائل ترک با استفاده از توابع تنش مختلط    کهي در حال

  ط يمح کیبوده و مسئله به  یيتنها از نوع جابجا یمرز ط یشرا ،ئينابجا ع یدر روش توز رند،يگي قرار م  ي بيترک

  ي ب يترک  ی مرز  ط یتر از مسائل با شراکه حل آن به مراتب آسان   ابد یي م   ل يساده تقل  ی مرز   ط یهمبند با شرا

شکست دارد.   يدر مهندس  ی اد یز تياهم ز يها نحفره   رامون يپ ي طيمح یهاتنش  ل يها، تحلترک   برافزون  است.

بارگذار  ژهیوماده را به   ي کيو رفتار مکان  شوديها مها موجب تمرکز تنش در اطراف آن حضور حفره    ی تحت 

 يهندس   یمرزها  ایها  حفره نسبت به ترک   تي. شکل، اندازه و موقع دهد ي قرار م  ريتحت تأث   ده،يچيپ  ای  يکينامید

 تنش دارند.  ع یدر نحوه توز یاکننده ن ييماده، نقش تع

 : گرددي حاصل م ر یز جیشده، نتاحل  یهاتوجه به مثال  با

و به   افتهی  شیفرکانس بار افزا شیشدت تنش با افزا  ب یضر  ، يکينامیالاستود  ی ترک تحت بارگذار در .1

 . ابد یي کاهش م ترع یسر ي سپس با نرخ رسد،ي مقدار حداکثر م

شدت تنش مؤثر هستند.   بیضر رات ييدر تغ  هی و فاصله ترک تا مرز لا يترک، نسبت مدول برش  طول .2

  ب ی مقدار ضر  ها،هیلام يو ضخامت ن   هی فاصله ترک از مرز لا  ، ينسبت مدول برش   شیطور خاص، با افزابه 

 . ابد یي شدت تنش کاهش م

 .کند ي م دا يپ شیشدت تنش افزا بیبا خواص ثابت، ضر يماده تابع  کیطول ترک در  شیافزا با .3

لا  ی ريگجهت  ر ييتغ .4 مرز  به  نسبت  تغ  ه ی ترک  تأث  ريي موجب  و  شده  ترک  سطح  در  تنش    ر يبردار 

 شدت تنش دارد.  بی ضر راتييبر تغ یريچشمگ 

ترک به    یهاکه نوک ي در حالت  ژه، یو. به شودي مشاهده م  ي دو ترک، رفتار مشابه  ی دارا  یهاط يمح  در .5

دور    یهانسبت به نوک   یشدت تنش بالاتر  ب یضرا  دتر،یاندرکنش شد   لي باشند، به دل   کینزد  گریکد ی

 . گرددي از هم مشاهده م

  ي شدت تنش در نواح   بیضر  شیتمرکز تنش و افزا  د یماده باعث تشد   یمرزها   يک یحفره در نزد  وجود .6

  ي ط يتنش مح  عی بر توز  ی طور معناداربه   تواند ي حفره، م  ينسب  ت يموقع  ا یابعاد    ر يي. تغشودي مجاور م 

 اثر بگذارد. 
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 یانگلیسنمادهای فهرست 
 

8,..,2,1),( =isAi   ضرایب ظاهر شده در تبدیل فوریه),(),,( yxyxw  
)( pBzj بر حسب متغير بي بعد  تابع دانسيته نابجایي 

zb  بردار برگرز 

440c 

xD 

yD 

110d 

150e 

xE 

yE 

zE 

 ضریب الاستيک ماده در ميدان الکتریکي ثابت 

 xمولفه جابجایي الکتریکي در جهت 

 yمولفه جابجایي الکتریکي در جهت 

  الکتریک در کرنش ثابتثابت دی

 ثابت پيزوالکتریک در کرنش ثابت

 xدر جهت محور   ایمولفه ميدان الکتریکي درون صفحه

 yدر جهت محور   ایمولفه ميدان الکتریکي درون صفحه

 مولفه ميدان الکتریکي عمود بر صفحه 
)( pg jz  تابع محدود و پيوسته 
)(xH

 ای تابع پله 

21 ,hh   باریکه تابعيارتوتروپيک  ضخامت  ماده  از  شده  و    ساخته 

 پيزوالکتریک 

LR KK  های سمت راست و چپ ترک ضرایب شدت تنش نوک ,
),( pqK ij  کرنل معادله انتگرالي 

il  نصف طول ترکiام 
m  تعداد نقاط روی ترک 
N   تعداد ترک 
p  محل اعمال نابجایي 
q  محل بررسي تنش 
  متغيير تبدیل فوریه 
vu, ای در جهت  های جابجایي درون صفحهمولفهyx, 
),( yxw ایمولفه جابجایي خارج صفحه 
),(* yw   تبدیل فوریه نامحدود تغيير مکان),( yxw 
)(),( qwqw ii

 تغيير مکان لبه بالایي و پایيني ترک  +−
),( yxnz ای مولفه تنش خارج صفحه 
  ثابت ماده تابعي 

ij  تابع دلتای دیراک 
)(),( yy xy   در جهت   پایيني لایه ثابت الاستيسيته نيمy   وx 
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Abstract 
 
In this article, elastodynamic stress analysis is investigated in a non-homogeneous orthotropic 

layer that is reinforced by a piezoelectric layer and weakened by a cavity and several cracks. 

The loading is dynamic and out-of-plane, and the medium is modeled as linearly elastic. To 

analyze the effect of discontinuities, the Volterra dislocation method is used, which is 

considered an effective method for studying media containing cracks and cavities. First, the 

dislocation response is obtained by solving the governing equation, applying boundary and 

continuity conditions, and using the Fourier transform in the non-homogeneous medium. This 

part is one of the most complex stages of the analysis due to the presence of inhomogeneity and 

interlayer boundaries. Then, the stress field caused by the dislocation is extracted and using 

Buckner's principle, the system of integral equations for the cracks and cavity is formulated. 

These equations are Cauchy-type singular and are solved numerically. After obtaining the 

dislocation distribution, the stress intensity factors at the crack tips and the stress distribution 

around the cavity are calculated. These results play an important role in predicting the 

mechanical behavior and engineering design of multilayered structures. 

 
Keywords: 

Volterra Dislocation Method; Elastodynamic Analysis; Multiple Cracks and Cavity; Non-

Homogeneous Orthotropic Half-Layer; Piezoelectric Materials 
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